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Forras: (http://www.math.klte.hur/~tujanyi/Komb_j/K_Win_Doc/g0603.doc)

Sir William Rovan Hamilton (1805-1865) 1859-ben egy olyan jatékot hozott
forgalomba, melynek a lIényege az volt, hogy egy elére megadott graf csucspontjait kellett
bejarni, oly modon, hogy barmely csticsban pontosan egyszer kellett jarni. Allitolag a jatéknak
nem volt atiitd sikere Hamilton kortarsai kozott. /(25 1)

Sir William Rovan Hamilton (1805-1865) Dublinban sziiletett, csaladja Skociabol
szarmazik. Nyelvi és matematika tehetsége nagyon kordn megmutatkozott. 15 éves kordban
mar Newton ¢és Laplace irdsait olvasta.Sajat maga a kvaterniok felfedezését tartotta
legfontosabb eredményének. Ma e véleményével kevesen értenek egyet.

Definicié: A G =(E,p,V) graf H dtjat (p(e;)=(Vo,V,), (&) = (V1. V2 )sor (€ ) = (V11 Vy ) )t
Hamilton-utnak mondjuk, ha v,,v,,...,V, csicsok mind kiilonbézdk és e csiicspontokon kiviil
mds csucspontja nincs G-nek.

Definicié: A G =(E,p,V ) grafK korét Hamilton-kérnek mondjuk, ha K tartalmazza G minden
csucspontjat is.

Latszolag nagyon hasonl6 probléma, hogy valamely grafnak az éleit jarjuk be pontosan
egyszer, vagy a csucspontjait. Az utobbi azonban jéval nehezebb. S az altalanos esetben
Hamilton-utak illetve Hamilton-korok keresésére ma sem ismert igazan jo algoritmus.


http://www.math.klte.hu/~turjanyi/Komb_j/K_Win_Doc/g0603.doc

Operaciokutatas teriiletéhez tartozik az utaz6 iigynok problémaja. Az utazo ligynok
probléméja azt jelenti, hogy a kereskedelmi utazonak adott varosokat kell bejarnia, oly modon,
hogy minden varosba csak egyszer megy el, és végil visszatér a cégének a székhelyére. Ez
esetben a graf csucspontjai az utazo altal meglatogatando varosok, az élek pedig a varosokat
0sszekotd utvonalak. Természetesen egy-egy utnak jol meghatarozott utikoltsége is van, s tobb
ut esetén célszerli azt az utat valasztani, melynek a koltsége minimalis. Ha valamely G graf
¢leihez valds szamokat rendeliink, akkor halozatokrol, folyamokrdl beszéliink. S nagyon
természetesen vetddik fel minimalis koltségi ill. maximalis nyereségli utak esetleg korok
keresése. Az elobb emlitett feladatok a kombinatorikus optimalizalas targykorébe tartoznak. A
kovetkezd tétel megfogalmazasa eldtt emlitjilk meg, hogy egy kor ill. Gt hosszan a benniik
szerepld élek szamat értjiik.

IIL4. Tétel: Ha a G egyszerii grafban barmely csucspont foka legaldbb k (K = 2),
akkor van a grafban egy legalabb k+1 hosszusagu kor. (ez a tétel nem szerepelt az eloadason,
csak k=2-re, Id. alabb)

Bizonyitas: Legyen a G grafnak az L 0t a leghosszabb utja. S ezen ut csiicspontjait a
kezdd ponttdl indulva jeldlje rendre v,,V,,...,V, ,V, 4,...,V,. AZ, hogy v foka legalabb k azt

jelenti, hogy a vq-t v1-el 6sszekotd eq élen kivill még legalabb k-1 ¢l indul ki vg-bol. Ezen élek

masik végpontjai sziikségszertien szerepelnek L csticspontjai kozott, mert ellenkezd esetben
Osszeiitkdzésbe keriilnénk azzal, hogy az L Ut a leghosszabb. Legyen e2' masik végpontja

mondjuk vo, e3' végpontja v3 és végiil ei' végpontja vk. Ekkor az L utnak a vg-tol vi-ig tarto
rész utjanak két végpontjat koti ossze ek’ , ezért egy kort kapunk, melyben legalabb k+1 €l van,
s ezzel a bizonyitas kész.

II1.5. Tétel: Ha a G = (E,qD,V) egyszert graf barmely v csucsanak fokara teljesiil,
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h_Og)L5(V) = g akkor G dsszefiigg.(Hamilton kére is van, ld.Dirac tételét!)

Bizonyitas: Legyen u és v két kiilonbozd csticsa G-nek. A feltétel szerint u-val és v-
vel 1s legalabb n/2, n/2 pont van dsszekdtve az u-bdl illetve v-bol indulo élek altal, a fokszam
feltétel miatt. Az elobb emlitett u-val, illetve v-vel kozvetleniil 6sszekotott pontok kozott van
olyan, mely u-val is v-vel is 6ssze van kotve, (ha nem lenne ilyen akkor G csticsainak a szama
nagyobb egyenl6 volna, mint [n/2+n/2+2]) azaz u és v kozott vezet ut.



Ha adott a G = (E,qo,V) graf, a cstcsainak a szamat V|=n szokas G rendjének mondani, s

¢leinek szamat |[E|=q a G graf méretének mondani. Ha az u-t az e ¢l dsszekoti a v csilicesal,
akkor u-till. v-t az e él vég pontjainak nevezziik és u-t ill. v-t szomszédosnak mondjuk.

I11.6.Tétel(O.Orel (1960.)): Ha a G grdfra teljesiil, hogy rendje n>3 és barmely két nem
szomszédos u,v csucspont fokanak az dsszege nagyobb egyenlo G rendjénél ( 5(u) + 5(\/) >n),
akkor G-nek van Hamilton-kdre.

N

1 1899.X.7. Kristiania-ban a (a mai Oslo-ban Norvégiaban ) sziiletett és ott is halt meg
1968.VIII:13. Fiatal koraban algebrai szamelmélettel foglalkozott, késébb
haléelmélettel,grafelmélettel.1927.-ben professori kinevezést kapott a Yale egyetemre, 1931.-ben a
Yale egyetem Kkit(in6é professzora cimet kapta, s 37 évvel késébb 1968.-ban onnan is ment nyugdijba.
Tobb koényvet irt klldnb6z6 a matematika kilénbdz6 terlleteirdl, szamelméletrdl, négyszinsejtésrél,
grafelméletrdl.

Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk. Azon grafok koziil, melyekre a tétel feltételei
teljesiilnek, de az allitds nem, tekintsiik valamelyiket azon G' grafok koziil, melyben az élek a
szama maximalis abban az értelemben, hogy ha G'-hez hozza vesziink egy olyan e élt, mely a
nem szomszédos u és v ¢éleket koti dssze, akkor az igy kapott G graf mar tartalmazni fog
Hamilton-kort.

(Megjegyzés: Ilyen grafot konnyli konstrualni egy adott, a feltételeknek megfeleld
grafbok élek hozzaadéasaval(torlésével), hiszen amikor élek hozzdadasaval elérjiik a G’ teljes
grafot, ennek van Hamilton kore. Az utolsonak hozzaadott €l torlésével pedig Hamilton utat
kapunk. )

G' minden Hamilton kore tartalmazza az e €lt, ezért van olyan L Hamilton-utja G'-nek,
mely u-t és v-t 6sszekdti. Legyen ez a kovetkez6 csticsokat valamely éleken at 6sszekoto ut:

L: u,v,V,,Vs,..V,,V, 4,..VI,v. Az az allitas, hogy e Hamilton tban, ha egy cstcs
szomszédja U-nak, pl. az dbran Vi+1 , akkor ennek szomszédja, pl. v, nem lehet szomszédja v-
nek. Az abra ezt a nem megengedett helyzetet szemlélteti:
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Ugyanis, ha ez az eset eléfordulna, akkor az u,v,,;,Vi.pse Vi Vi, Vi gs Viag s V

Hamilton-kore volna G'-nek, pedig ez nem lehetséges, hiszen pontosan az uv él hianyzott a
Hamiton korhoz. Tehat a V-{v} pontok koziil az u-val szomszédos pontok nem szomszédosak

v-vel (ezek nincsenek u-val oOsszekotve). Vagyis: o(u)<(n-1) - 5(V) , atrendezve:
ou)+o (v) <(n—1) s ez utobbi egyenldtlenség ellentmond a tétel feltételeinek.

Ore tételének specialis esete Dirac tétele.

Kovetkezmény(G.A. Dirac (1952)): Ha az n=2k csucspontt egyszerii G graf barmely
pontjanak a foka legalabb k, akkor van G-nek Hamilton-kore.

Valéban G-ben létezik Hamilton-kor, mivel a kovetkezmény feltételei 1ényegében
szigorubbak, mint az Ore tétel feltételei.

Néhany eredmény:

Az id6érendben valo jobb tdjékozodas végett egységes jelolés mellett felsoroljuk a
Hamilton-korokre  vonatkozo — érdekesebb eredményeket. Jelolje a G(E,p,V) graf
csucspontjainak fokszamait rendre d; <d, <...<d,, (|V|=n).

II1.7. Tétel: Ha a G(E,, V) egyszerii grafra (2<n) a kovetkezd feltételek valamelyike
teljesedik, akkor van G.-nek Hamilton-kdre:

1; G.A. Dirac (1952) 1<k<n=d, >1n,

2; 0.0re (1961) u,v €V ,de (u,v) ¢ E = &(u)+5(v)=n,
3; Pésa Lajos(1962)1<k S%n —d, >k,

4; J.A.Bondy (1969) j<k,d;,d, <k-1=d; +d, =n

5:V. Chvdtal (1972) dy <k <in=d 4, >n—k.



