Grafelmélet

(Bércesné Novak Agnes, Hossza Ferenc, Rudas Imre: Matematika II,OE- BDMF, 2000 jegyzet alapjan atdolgozta:
Bércesné Novak Agnes)

A grafelmélet a kombinatorikanak az elmult szaz évben jelent6s fejlodést elért aga, bar
komoly eredmények mar a XVIII. szazadban is sziilettek. Az elsé ismert publikacio
Eulertdl szarmazik (1736), amelyben megoldast adott az u.n. konigsbergi hidak
probléméjéra.

A probléma, amelyet a varos polgarai vetettek fel, a kovetkezo:

Lehet-e olyan sétat tenni a varosban, hogy a varost atszel6 Pregel folyd mindegyik hidjan
(21. 4bra ) egyszer és csak egyszer haladjanak 4t?

KO\' INGSBERGA

A feladat szempontjabol Iényegtelen, hogy a parton, ill. a szigeteken hogyan
kozlekediink, csak a hidakon valo athaladasra kell figyelniink. fly modon a megoldas
szempontjabol csak arra kell koncentralnunk, hogy hany szarazfold ( part, vagy sziget )
van, és ezeket hany hid és mily modon koti 6ssze. Ennek megfeleléen késziilt a kovetkezd
abra:
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Egyszertibben is felrajzolva:

A konigsbergi probléma ily mdédon a kdvetkezOképpen fogalmazhatd meg:

Be lehet-e jarni a fenti, grafnak nevezett, abra éleit oly modon, hogy minden élen
pontosan egyszer megyiink végig? (A feladatot Euler altaldnosan megoldotta, a
megoldasra az anyag targyalasa soran visszatériink. )

A grafelmélet kovetkezé jelentds allomasanak Kirchoff 1847-ben publikalt eredményei
tekinthetk, melyben grafelméleti modszereket alkalmazott villamos halozatok
analizisére. Kirchoff ezen eredményei tekinthetok a grafelmélet els6 miiszaki
alkalmazasainak is.

A grafelmélet iranti érdeklddés felkeltésében nagyobb szerepe volt azonban a térképek
négy szinnel vald kiszinezhetdségére vonatkozo sejtésnek. A négyszin-sejtés azt mondja
ki, hogy ha egy térképet sik lapra felrajzolunk, akkor az egyes orszagok kiszinezheték
ugy, hogy a szomszédos orszagok szinei kiilonb6zok legyenek. Ha a térképen lathato
valamennyi orszag egy-egy pontjat megjeloljiik, és két pontot akkor és csak akkor kotiink
Ossze, ha az ezeket tartalmazo orszagok szomszédosak, akkor egy u.n. sikba rajzolhatod
grathoz jutunk.

A négyszin-sejtés ezek utan a kovetkezéképpen fogalmazhaté meg:

A sikba rajzolhatd grafok kiszinethetdk négy szinnel gy, hogy az éllel 6sszekotott
pontok eltérd szintiek legyenek.
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A sejtést eloszor Francis Guthrie fogalmazta meg a metemetika nyelvén, bizonyitasat
valosziniileg elésziir Mobius kisérelte meg 1840 koriil és azéta is a matematikai kutatasok
homlokterében allt, de bizonyitani egészen a legutobbi idokig nem sikeriilt. 1976-ban
azonban Kenneth Appel és Wolfgang Halken egy - a matematikdban rendkiviilinek
szamitd - bizonyitdst adtak a sejtésre, ugyanis a bizonyitds egy lényeges része
szamitogépes futtatasokbol allt. A bizonyitds elfogadhatosdgarol azota is vitdk folynak,
azonban a matematikusok zome ma mar teljes értékiinek fogadja el.

Ezzel a téma az un. graf szinezéshez tartozik.
Alapfogalmak.

Definici6. Egy G=|V,E, f] graf
- pontok/csucsok egy V halmazabdl,
- ¢élek egy E halmazabdl és
- egy f fiiggvénybdl all, amely
minden egyes a € E élnek egy (u, V) = (V, u) rendezetlen part feleltet meg, ahol

u, v eV szogpontok, amelyeket az a €l végpontjainak neveziink.

Azokat a pontokat, amelyekhez nem illeszkedik él, izolalt pontoknak, az (u, v) élt

pedig hurokélnek nevezziik. Ha egy grafban két pontot tobb €l is 6sszekot, akkor
azt mondjuk, hogy a graf t6bbszoros éleket tartalmaz.

Definicio. Haaz a eE ¢élnek egy (u, V) rendezett par felel meg, akkor az élt iranyitott

élnek, mig kiilonben irdnyitatlannak nevezziik.

Definicié. Ha egy graf minden éle iranyitott, akkor iranyitott grafnak, ha minden éle
irdnyitatlan, akkor irdnyitatlan grdfnak nevezziik.

Jelolések:

- A szdgpontokat kis korokkel jeldljiik. A szogpont nevét vagy a kor mellé, vagy
a kor belsejébe irjuk.
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- Az iranyitatlan éleket olyan gorbékkel jeldljiik, amelyek az €1 két végpontja
ko6zott haladnak.
- Az iranyitott ¢éleket nyillal ellatott gorbével jeloljiik.

A tovabbiakban grafon mindig iranyitatlan grafot fogunk érteni, mig ha iranyitott grafrol
beszéliink, akkor ezt kiilon hangstlyozzuk.

Definicio. Két graf izomorf, ha egyikiik pontjai és élei kolcsondsen egyértelmii és
illeszkedéstartdé modon megfeleltethetOk a masikuk pontjainak, ill. éleinek.

Szemléletesen ezt ugy lehet elképzelni, hogy a graf pontjai merev karikak, élei pedig
ezekhez rogzitett nyujthatdé gumizsinorok. Ezt a grafot most akarhogyan mozgatjuk,
nytjtjuk, zsugoritjuk, mindig izomorf grafot kapunk. Altalaban izomorf grafok kozott
nem tesziink kiilonbséget.

Definicio. A grafv pontjahoz illeszked6 élvégek szamat v fokszamanak vagy roviden
V fokdnak nevezziik, és o(v)-vel jeléljiik. Ha a v foka n, akkor azt is mondjuk,

hogy v n-edfoka.

Példa:
A 26. abran lathato grafnak 4 pontja van, 7 éle, ebbdl egy hurokél.

A pontok fokszamai: (p(al) = (p(az) =4, (p(as) =5, (p(a4) = il

a
a, 3

a4
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A szdgpontok fokszama és az élek szama kozotti 6sszefliggésre mutat rd a kovetkezd
tétel.

Tétel. (Handshaking-kézfogasi tétel) Minden grafban a fokszamok Osszege az élek
szamanak kétszeresével egyenlo.

Bizonyitas.Tegyiik fel, hogy az e €l az u és v szogpontokhoz illeszkedik, azaz u és v
az e ¢l két végpontja.
Ekkor, ha u = v, akkor az e élt o(u)-ndl és ¢(v)-nél is beszdmoltuk.

Ha pedig u = v, akkor az e ¢l hurokél, és igy ¢(u)-ndl szamoltuk kétszer.

Tehat a graf 0sszes szogpontjainak a fokszamat 6sszeadva éppen az €lek szamanak
kétszeresét kapjuk.

A tétel nyilvanvalé kovetkezménye, hogy minden grafban a fokszamok Osszege paros
szam.

Definicio.

Az adott graf csucsaiak fokszamait monoton novekvo sorrendben leirva kapjuk
a graf fokszasorozatat.

Példakat 1d. gyakorlatok anyaga.

Példa.
Egy kormérkdzéses bajnoksdgon bizonyos csapatok mar jatszottak egymassal.
Bizonyitsuk be, hogy paros azoknak a csapatoknak a szama, akik paratlan sok
csapattal jatszottak!

Megoldas.
Jel6ljék a graf szogpontjai a csapatokat, két szogpont kozotti €l pedig azt, hogy a
két csapat mar jatszott egymassal. Igy egy csapat annyi mas csapattal jatszott,
ahany ¢l illeszkedik az adott szogponthoz.

Azt kell tehat bizonyitani, hogy a paratlan fokszdmu szogpontok szama paros.
Mint lattuk minden grafban a fokszdmok Osszege paros, amely a paros €s paratlan
fokszamok 6sszegébdl tevodik Ossze. A paros fokszamok Gsszege nyilvan paros,
hiszen paros szdmok Osszege paros. Igy a paratlan fokszdmok Osszegének is

parosnak kell lenni. A paratlan fokszamok 6sszeke pedig csak ugy lehet paros,
hogy péros sopkat adunk Ossze.

A példa soran igazoltuk a kovetkezd tételt.

Tétel. Minden grafban a paratlan fokszamt pontok szdma paros.
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Definicio. Egy grafot egyszerinek neveziink, ha sem hurokélt, sem pedig tobbszords élt
nem tartalmaz.

Definicio. Egy grafot teljes grafnak neveziink, ha barmely két pontjat pontosan egy él
koti Ossze.

n-(n-1)

Tétel. Az n szogpontu teljes graf éleinek szama: —>

Bizonyitas.A teljes n-graf barmely két pontjat pontosan egy él koti 6ssze, igy minden
egyes szogpont fokszama n - 1, tehat a fokszamok 6sszege n- (n —1) . Tudjuk, hogy

barmely graf esetén a fokszamok Osszege az ¢lek szamanak kétszerese, amib6l az
allitas adodik.

Definicié. Egy G’ grafot a G graf részgrdfjanak nevezziik, ha G’ csak G-beli
szogpontokat és ¢éleket tartalmaz. Haa G’ nem azonos G-vel, akkor a G graf
valodi részgrafjdnak nevezziik.

Utak és korok.

Definicié. Elsorozamak, vagy umak az élek olyan rendezett halmazat nevezziik, amely a
kovetkezd
tulajdonsagokkal rendelkezik:

a sorozat els6 és utolso élétdl eltekintve barmely él egyik végpontja az el6z6
¢lhez, masik végpontja a kovetkez6 ¢lhez illeszkedik,

- azelsé €l egyik végpontja a kovetkez6 €lhez illeszkedik, masik végpontja az
¢élsorozat kezd6pntja,

- az utolso €l egyik végpontja az el6z0 élhez illeszkedik, masik végpontja az
¢lsorozat végpontja,

- minden ¢l pontosan egyszer fordul eld.

Definicié. Zart élsorozat vagy kor, ha az élsorozat kezddpontja és végpontja ugyanaz

Tétel: Az olyan 6sszefliggd grafok, melyekben minden pont foka 2, korok.
nevezzik.
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Definicio. EQy élsorozathoz tartozo graf az a graf, amelyet az élsorozat élei alkotnak.

Definicio. Ha egy grafban barmely két pont tuttal elérhet6, akkor a grafot dsszefiiggonek
nevezzik.

Definicio. Uz, ill. k6r hosszan a benne 1év6 élek szamat értjiik.

Tétel. Az n szogpontu Osszefiiggd grafnak legalabb n - 1 éle van.
Bizonyitas.A bizonyitas teljes inducidval torténik.

Az allitds n = 1 esetén nyilvanvaldan igaz.

Tegyiik fel, hogy valamely n>1 esetén minden n szogpontl grafnbak van
n-1¢éle.

Belatjuk, hogy akkor minden n + 1-pontu 6sszefiiggd grafnak van n €le.

Legyen G egy n + 1 szogponta Osszefiiggd graf.

Ha G-nek kevesebb éle van, mint n + 1, akkor van elséfoku pontja. Ugyanis mivel
G 0Osszefliggd, igy izolalt pontja nincs. Ha nem lenne elséfokt pontja sem, akkor
minden pont foka legalabb 2 lenne, és igy a fokszamok §sszege minimum

2(n+1) > n.

Vegyiik G egy elséfoktl pontjat és a hozzatartozo éllel egyiitt toroljiik a grafbol.
Nyilvan n szogpontu dsszefliggd grafot kapunk, melyre érvényes az indukcios
feltétel, azaz minimum n - 1 éle van. A torolt élt hozzavéve adodik, hogy G-nek
minimum n éle van.

Euler-graf.

A konigsbergi hidak probléméjanak megoldasdhoz akor jutnank el, ha taldlnank a grafban
egy olyan élsorozatot, amely a graf minden €lét tartalmazza. Ezt az élsorozatot bejarva
minden hidon pontosan egyszer haladnank 4t, és végiil a kiindulasi pontba érnénk vissza.
A probléma megoldasahoz vizsgdljuk meg, hogy mely grafoknak van ilyen zart
élsorozata.

Definicié. A G graf egy zart élsorozatat Euler-vonalnak nevezziik, ha abban a G
valamennyi éle szerepel.

Ezt torténelmi okokbol Euler kdrnek szokas nevezni. Azokat a grafokat hivjuk Euler

grafoknak, amelyekben Euler kor van.
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Definicio. A G graf egy nyilt élsorozatat nyilt Euler-vonalnak nevezziik, ha abban a G
valamennyi ¢éle szerepel.
Ezt torténelmi okokbol Euler ttnak szokas nevezni.

Tétel. Ha egy graf Euler-graf, akkor minden pontjanak foka paros.
Ha egy izolalt pontot nem tartalmaz6 grafnak van nyilt Euler-vonala(Euler 1tja),
akkor két pontjanak foka paratlan, a tobbi¢ pedig paros.

Bizonyitas.Tegyiik fel, hogy a G graf Euler-graf. Ekkor 1étezik G-ben olyan élsorozat,
amelyben G valamennyi éle szerepel. Ha a graf pontjait bejarjuk az Euler-vonal
mentén, akkor a kezddpontba érkeziink vissza, €s a bejaras soran valahanyszor egy
szdgpontba ériink onnan ki is kell 1épni, azaz két illeszkedd €lvéget jarunk be. Ha
ezeket parositottnak tekintjiik, és figyelembe vessziik, hogy a kezdépontba
érkeztlink vissza, akkor nyilvan minden pont foka paros kell legyen.

Ha egy izolalt pontot nem tartalmazo6 grafnak van nyilt Euler-vonala, és bejarjuk a
graf ¢leit, akkor minden szdgpont foka az el6z6 szerint paros lesz, kivéve a kezdd

¢s a végpontot, hiszen az elsdnek és utolsonak bejart élvégek par nélkiil maradnak.
Igy a graf két pontjanak foka paratlan, a tobbié pedig paros.

PéldaA konigsbergi probléma.

Tekintsiik a probléma atfogalmazasaval nyert grafot.

A probléma tehat az, hogy bejarhatd-e az abran lathato graf oly médon, hogy a graf
élein pontosan egyszer haladunk végig. Az el6z0 tétel szerint, ha egy graf éleit be
tudjuk jarni ugy, hogy minden élen pontosan egyszer haladunk at, akkor a graf két
pontjanak foka pératlan, a tobbié paros, vagy valamennyi pontjanak foka paros.
Mint lathatd az abran 1év6 graf harom pontjanak foka harom, egy pontjanak pedig
ot, azaz négy paratlan fokszami pontja van. Igy a graf nem jarhaté be.

Tétel. Ha egy grafban minden pont foka legalabb 2, akkor a grafban van
kor.
Bizonyitas. Alkalmazzuk az un. leghosszabb ur modszerét! Legyen az 1

hosszusagu L ut a G graf egy leghosszabb ttja, és ennek egy végpontja v.
Tekintsiik most G-nek v-hez illeszkedd éleit! Ezek koziil barmelyiknek a
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végpontja L-hez tartozik, ugyanis ellenkezé esetben L hossza 1-nél nagyobb
lenne, ami ellentmond annak, hogy L a leghosszabb ft.

Ha G minden pontjanak foka legalabb 2, akkor illeszkedik v-hez egy e él is. Ha e
hurokél, akkor ez G egy korét kijeloli. Ha e nem hurokél, akkor u-nak v-tél
kiilonb6z6é w végpontja L-ben van, tehat L-nek a v és w pontokat 6sszekotd része
e-vel egyiitt G egy korét alkotja.

Tétel. Ha egy n pontu grafnak legalabb n ¢éle van, akkor van benne kor.

Bizonyitas.A bizonyitast n-re vonatkoz¢ teljes indukcioval végezziik.

Az éllitas n = 1 esetén nyilvanvaldan igaz.

Tegyiik fel, hogy valamely n >1-re minden n pontu és legalabb n éli grafban

van kor.

Legyen G egy n + 1 pontu graf, amelynek legalabb n + 1 ¢éle van.
Ha van elséfoku éle, tordljlik a ra illeszkedd éllel egyiitt. A maradék grafban az indukcios
feltétel szerint van kor. Visszavéve az els6fokd pontot és a ra illeszkedd élet, az el6z6
kort uu. tartalmazza a kapott graf.

Ha nincs els6foku pontja, akkor minden pont legalabb masodfokt. Ekkor a az el6z6 tétel
szertint van a gratban kor.

Definicio. Ha egy graf 0sszefliggd és nem tartalmaz kort, akkor fagrdfnak vagy réviden
fanak nevezziik.

Tétel. Az n szogponta fagraf éleinek szaman - 1.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy minden n szogpontu 6sszefiiggd grafnak legalabb n - 1 éle
van. Az el6z6 tétel szerint, ha egy n ponta grafnak legalabb n éle van, akkor a
grafban van kor. Eszerint minden n pontl kormentes 0sszefiiggd grafnak pontosan
n - 1 éle van, ami az allitast igazolja.

Tétel. Az n szogponta és n - 1 €l 0sszefliggd grafok fak.

Bizonyitas. Tegyiik fel ugyanis, hogy a G graf nem fa, azaz tartalmaz kort. Ha a kor
egy ¢lét toroljiik, akkor n szogpontu, n - 2 ¢l Osszefiiggd grafot kapunk, ami
ellentmond annak, hogy egy n szogponta 6sszefiiggd grafnak legalabb n - 1 éle
van.
Be kell még latnunk, hogy ha egy 0sszefliggd graf valamely korének egy
tetszéleges ¢€lét toroljiik, akkor ismét dsszefiiggd grafot kapunk.
Tegyiik fel ehhez, hogy a tordlt €l nem hurokél, hiszen hurokél torlése nem sziinteti
meg az Osszefiiggdséget. Toroljiik a G graf K korének (u, V) ¢lét. A G grafban az
u-bol a v-be most is el tudunk jutni a K kor megmaradt élein keresztiil, azaz az
(u, V) torlése utan is eljuthatunk barmelyik pontbdl barmelyik pontba, tehat a

kapott graf is dsszefliggo.
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Az el6zbek alapjan a fak a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkeznek:
Fa definicioi:

Tétel: egy 6sszefliggd graf akkor és csak akkor fa, ha barmely két pontja kozott pontosan
egyy ut van.

Tétel: az n pontu, n-1 €10 6sszefiiggd graf fa.
Priifer kod:

A fak tarolasara hasznaljuk. (Priifer kod és a fak kozotti bijekcio)

A Priifer kod eldallitasa:

1. a fa csticsait sorszamozzuk meg 1-t61 n-ig (tetsz6leges)

2. keressiik meg a legkisebb sorszamu levelet

3. ezt a levelet hagyjuk el a hozz4 illeszked¢ éllel egyiitt, az ¢l masik cstcsat pedig a
Priifer kod végére irjuk

4. az el6z0 két 1épést addig ismételjiik, amig csak 2 cstcsunk marad

Az igy kapott kod n-2 hosszu lesz n db. cstlics esetén, tovabba az eredeti fa leveleinek
sorszama nem lesz benne a kddban.

Feladatok
Irjuk fej az alabbi grafok Priifer kodjat, majd a kédok alapjan irjuk rajzoljuk fel a grafot.

1)
5

1 2 6

3
3 4 1 4

5 6 5
4) 5)
Megoldasok:

1)5,3535 2)33556,7,6,6,10,11 3)1,11165 4)516,6 5)3336
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Fa visszaallitasa a Priifer kédjabol:

Az n-2 jegyt kodbol tudjuk, hogy a grafnak n csucsa van ( Priifer-kod végére irhatunk még
egy n-et). A torolt csucsokat pl. ugy hatarozhatjuk meg, hogy az elsé szama folé irjuk azt a
legkisebb szamot, amely nem szerepel a kodban. Utdna toroljiik a kod elsé szamat, majd a
kovetezo szam folé irjuk azt a legkisebb szamot, amely nem szerepel sem a maradék Priifer
kodban, sem a kod folé irt szamok kozott, €s igy tovabb. Az egymas ald irt két szam a fa
¢leit adjak. Az utolsénak megrtalalt éltdl kezdve a felrajzolast, mindig 6sszefliggd részfakat
kapunk, és az ¢élek sem fogjak egymast keresztezni.

Példa: a Priifer-kod: 53535. 5 db szambol all, tehat a fanak 7 csticsa van. Az utolso
csuccsal kiegészitjiik a kodot. Az 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 szamok koziil a legkisebb, amely nem
szerepel a kodban, az 1, ezt az els6 6tds folé irjuk.

Torolt csuces 1

Kod 5 [3 |53 |5 |7

Toroljik a kod elsé elemét, és az 1j els6 elem folé beirjuk a 2,3,4,5,6,7 szamok koziil a
legkisebbet, ami nincs a kddban, ez a 2.

Torolt csuces 2

Kod 3 |5 |3 |5 |7

Toroljiik a kéd elsd elemét, és az 1j elsd elem f61¢ beirjuk a 3,4,5,6,7 szamok koziil a
legkisebbet, ami nincs a kodban, ez a /.

Torolt csuces

Kéd 5 [3 |5 |7

Toroljik a kod elsd elemét, és az 1j elsd elem f6l¢ beirjuk a 3, 4,5,6,7 szdmok koziil a
legkisebbet, ami nincs a kodban, ez a 6.

Torolt csucs 6

Kéd 3 |5 |7

Toroljik a kéd elsd elemét, és az 1j elsd elem f6l¢ beirjuk a 3,5,7 szamok koziil a
legkisebbet, ami nincs a kodban, ez a 3.

Torolt csucs 3

Kéd 5 |7

Toroljiik a kod elsd elemét, és az uj els6 elem f6lé beirjuk a 5,7 szamok koziil a legkisebbet,
ami nincs a kodban, ez az 5.

Torolt csucs 5

Kéd 7

A fa élei ezek szerint: 5-7, 3-5, 6-3, 4-5, 2-3, 1-5

BNA



Heinz Priifer Arthur Cayley
(német, 1896-1934) (brit, 1821-1895)

(a képek forrasa: Wikimedia)

Feszitofak

Definicié: A graf azon részgrafjai, melyek minden csucsat tartalmazzak, dsszefiiggdk és
kormentesek, a graf feszitdfainak nevezziik (régebbi szakirodalomban favaz elnevezés is
hasznalatos).

Tétel (Cayley): Az n csticst graf feszitéfainak szama n"2

Bizonyitas: A Priifer-kod n-2 helyére n szambol az ismétléses varidcional tanultak alapjan
n"2 kiilonbozo kitdltés lehetséges.

Iranyitott grafok

Handshaking tétel ir. grafokra:

> befok+Xkifok=2*¢élek szama, illetve:

Euler bejarasi tétele iranyitott grafokra: X befok=Xkifok korre,

Utra: kezdGcstcsra:
¥ befok-=Xkifok+1 utolso csucsra: X befok+1=Xkifok, tobbi csticsra: X~ befok=Xkifok

DAG (directed acyclic graphs) — fontos pl. tranzakcidkezelésben, minden {itemezési
problémaban, ahol egymas utani sorrendet kell megallapitani.

Topologikus (sorba) rendezés: ha nincsen az iranyitott gratban kor
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Sulyozott (éli) grafok

Definicio. Sulyozott grafnak nevezziik azokat a grafokat, amelyekben az  élekhez
egyértelmiien egy szamot rendeliink.

Példaul, ha uthalozatot reprezentalunk egy graffal, ez a szam jel6lheti azt, hogy mekkora
egy adott utszakasz épitési koltsége.

A sulyozott grafoknal kiilonds jelntdsége van a feszitéfaknak: fontos feladat lehet a
minimalis/maximalis 6sszsulyl, roviden minimalis/maximalis feszit6fa keresése.

Példaul, ha az uthalozat éleit most a hosszuknak megfeleld szamokkal szamozzuk, és a
téli nagy havazaskor a legrévidebb i1d6 alatt szeretnénk minden telepiilést elérhetdvé
tenni, akkor minimalis feszit6fa alapjan kell az utakat megtisztitani.

Az alabbi két algoritmus segitségével ezek a feszitéfak konnyen megkaphatok.

Példa minimalis feszitéfara: oszsuly:22

3 1]

O i1Q:0
2 g B
gEG © O
‘O
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Prim algoritmusa minimalis feszitéfa keresésére:

VALASZTUNK egy cstcsot. Az erre illeszkedd legkisebb stlyt é1 masik végpontja a
kovetkezO cstcs. Itt is kivalasztjuk a ré illeszkedd ¢élek koziil a legkisebb sulyat. EZt
folytatjuk gy, hogy egyrészt a keletkezé részgraf mindig Osszefiiggd fa legyen (ha a
kivalasztott legkisebb sulyt ¢l a mar kivalasztottak ¢lekkel kort alkotna, akkor mas
csucsot/¢let valasztunk) Az eljarast addig folytatjuk, mig minden cstics szerepel.

Az alabbi két példa itt talalhato:
https://qyires.inf.unideb.hu/KMITT/b14/ch07s03.html

Példa:
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Kruskal algoritmusa minimalis feszitéfa keresésére:

Kiindulunk a legkisebb sulya é1b6l. Mindig a kovetez6 legkisebb sulyh élet vlasztjuk,
kivéve, ha a mar kivalasztott ¢lekkel egylitt kort alkotna, ekkor a kdvetkezd legkisebb stulyt
¢llel probalkozunk. Az algoritmus véget ér, ha az élek szama n-1.

Példa:

KOR!

KOR!
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Grafbejarasok

Ha a graf stlyozatlan (vagy azonos sulyt minde ¢€l) €ll, akkor pl. az un. szélességi
bejarassal/kereséssel lehet meghatarozni egy feszitotajat. Bejaras, ha az egész grafot fel
akarjuk térképezni, keresés, ha egy adott tulajdonsagt cstcsot keresiink. Ha megtalaltuk,
akkor nem is vizsgalodunk tovabb.

A kereséseknél/bejarasoknal egy adott graf reprezentacidban (pl.matrix, lancolt lista) a
megadott kiindulasi csticstol adott szabély szerint bejarjuk a grafot.

Szélességi keresésnél ugy jarunk el, hogy a kivalasztott cstics szomszédjait “latogatjuk
meg”, ha elfogytak, tovabbmegyiink az egyik, mar megnézett szomszédos csucsra, az lesz a
kivalasztott csucs, és igy tovabb. Hogy melyik mar meglatogatott szomszédot valasztjuk,
azt egyrészt az szabja meg,hogy nem keletkezik-¢ kor, masrészt, valamilyen stratégia
szerint el kell donteni (pl. abécé sorrendben, nagysagrendi sorrendben). Ezt folytatjuk,
amig lehetséges (amig az §sszes csucsnal nem jartunk.) Megjegyezziik az utakat.
Amennyiben nem fa keresése a cél, nem kell figyelni a koroket. Az alabbiakban csak az
elvet illusztraljuk.

Példa: Az alsé abran a csucsok cimkéi mutatjak a kivalasztasi sorrendet. E16szor az A majd
(utols6 abra) a D csucs a kiindulasi csucs.

Feladat: Rajzolja le a keletkezett, mas szinnel szinezett feszitéfakat kiilon abrakon!
A masodik sorban a baloldali 4brdn a D, a jobboldalin az A a kezd6 csucs.
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Mélységi keresésnél gy jarunk el, hogy a kivalasztott csucsnak egy szomszédjahoz
megylink, annak is egy szomszédjahoz mindaddig, amig erre lehetdség van. Hogy a(z
egyetlen) szomszédot miként valasztjuk meg, eldre el kell donteni. Ha mar nincs az
utolsonak latogatott csucsnak szomszédja, vagy olyan szomszédja van csak, ahol mar
jartunk, vagy kor keletkezne, akkor visszamegylink (backtrack) a mar bejart aton addig a
csticsig, amelynek van még olyan szomszédja, amelynél még nem jartunk. Ezt folytatjuk,
amig lehetséges (amig az dsszes csucsnal nem jartunk.) Megjegyezziik az utakat.
Amennyiben nem fa kersése a cél, nem kell figyelni a koroket.

Példa: A csucsok cimkéi mutatjak a kivalasztasi sorrendet. A masodik sorban a baloldali
abran a D, a jobboldalin az A a kezd6 csucs.

Feladat: Rajzolja le a keletkezett, mas szinnel szinezett feszitéfakat kiilon abran!
Figyelje meg, hol vanak visszalépések (backtrack)!
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DIJSKTRA ALGORITMUS

Probléma:

Adott egy nem negativ €élsulyokkal rendelkez6 egyszerii, 0sszefiiggd graf. Egy adott
csticsbdl szeretnénk eljutni a lehetd legrovidebb tton egy masik adott csucsba. (A
legrévidebb ut azt jelenti, hogy a legkisebb ¢élstulydsszegi tt.)

Megoldas: Dijkstra algoritmus.

1. Inicializacio: a kezd6 cstcs cimkéjét O-ra , a tobbi cstcs cimkéjét végtelenre
allitjuk.

2. Minden Iépésben vegyiik az ideiglenes cimkével rendelkezd csticsok koziil a
lehet6 legkisebb cimkéjiit (jeloljok ezt a csiicsot most v-vel). Ez a v cstics
ekkor mar allando cimkéjii, ismerjiik a hozza vezetd legrévidebb utat.v
szomszédjaira kiszamitjuk a v-be vezeté és onnan meghosszabbitott utnak
a hosszat. Ha ez kisebb lesz mint az eddigi cimkéje, akkor ezzel az
értekkel ujracimkézziik.

Az alabbi példa itt talalhato:
https://qgyires.inf.unideb.hu/KMITT/b14/ch07s03.html

Példa:
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Grafok matrix reprezentacioja

Definicié. Jeloljek a graf pontjait u;, u,, K, u,, 8z u; és u; pontokat dsszekoto élek
szamat pedig a;. AZ A = [aij] N x n-es matrixot a graf csucsmatrixanak (vagy

adjacenciamatrixanak) nevezziik.

Iranyitott graf esetén az csucsmatrix a; eleme az u; kezddponti és u,

végpontl irdnyitott élek szamat jelenti.

Példa.
Tekintsiik a 29. dbran lathato grafokat.

a;

Gl G2 a,
A grafok csucsmatrixai:
0 2 01 0 211
2 01 2 2 020
A = A , =
1101 1210
0 210 1 0 00

Definicio. Jeloljék a graf pontjait u,, u,, K, u, €éleit pedig e, e,, K, e .
Az A= [aij] N x m-es matrixot illeszkedési (vagy incidencia)-mdtrixnak nevezziik,

ha
{1, hae; nem hurokel, €s illeszkedik az u; ponthoz,
i —

0, hae; hurokel, vagy nem illeszkedik az u; ponthoz.

Iranyitott grafok esetén az A = [aij ]incidenciamétrixnak elemei a kovetkezok:
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1, hae; nem huroke € skezddpontja az u; pont,
a; =11, hae; nem huroke lé své gpontjaaz u; pont,
0, hae; huroké | vagy nem illeszkedik az u; ponthoz.

Példa. Tekintsiik a 31. abran lathaté G és G grafokat.

A grafok illeszkedési-matrixai:

011100 0 -1 1 -1 0 O
001010 0 0 -1 0 1 O
A, = , A, =
010111 01 0 1 -1 1
0 00 0O01 0O 0 0 0 0 -1
Megjegyzés.

Ha a graf egyszer(i, akkor nyilvan a; értéke 0, vagy 1 lehet, aszerint, hogy az

U, és u; pontok kozott halad-e ¢l, vagy sem.

Ha a graf egyszerl és stlyozott €li1, akkor a stlyok is szerepelhetnek a matrixban.

Olvasmany:

Legyen G egy egyszeri graf, és emeljiik négyzetre az A = [aij] adjacenciamatrixat.

Az A% = [asz)] elemei ekkor

n
(2) _
aij = Zaik 'akj 2
k=1
Az a, azt mutatja meg, hogy hdny 1 hosszlisagu ut vezet az U, cstcsbol az u, csucsba,

az a,; pedig azt, hogy hany ¢l megy az u, pontbol az u; pontba. Nyilvanvalo igy, hogy
az a, -a, szorzat azoknak az u; pontbol az u; pontba vezetd ketté hosszisagu utaknak
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a szamat adja meg, melyek kozépsé pontja u, . Az ai(jz) tehat az 6sszes U; pontbol az u;

pontba vezeto ketté hosszusagh utak szamat adja meg.

Ezek alapjan teljes indukcidval igazolhato a kovetkezd tétel.

Tétel. Legyen G egyszeri graf, és jeldlje adjacenciamatrixat A = [aij ] Az A matrix

k-adik hatvanyanak ai(jk) eleme megegyezik az u; csucsbol az u; csticsba vezetd

k hosszlisagu utak szamaval.

Definicié. Jelolje az u; pontbdl az u; pontba vezetd legrovidebb ut hosszat p(ui, u j).

A fentiek alapjan az adjacenciamatrix ismeretében barmely grafban p(ui ,u j)
értéke a kovetkezoképpen hatarozhaté meg:

hatvanyozzuk az A matrixot addig a k hatvanyig, amig ai(jk) elem el6szor

nullatol kiilonb6zo nem lesz. Ekkor p(ui ,u j) =k.
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