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Ha pl. Eurdpa térképét nézegetjiik, lathatjuk, hogy az orszagok mas-mas szinnel vannak
kiszinezve, mégpedig tigy, hogy a szomszédosak szine mas és mas. Vajon ehhez a szinezéshez
hany szin kell legalabb? Ha csak ugy tippeljiik, mekkora is lehet ez a szam, valdsziniileg
nagyobbat mondunk, mint a meglep6 valosag: a térképek szinezéséhez elegendd 4 szin!

Ezt az Un. négyszin tételt Francis Guthrie fogalmazta meg el6szor, 1840-ben Mobius
megprobalta bizonyitani — sikertelentiil. Ez a tétel azéta is a figyelem kézéppontjaban all, annak
ellenére, hogy Haaken ¢és Appel (Kempe otlete alapjan) 1976 — ban szamitogéppel
bizonyitottadk. Kb. 1000 oras futasi idovel, 2000 esetet vizsgaltak meg szisztematikusan, ami
ellenpélda lehetett volna. Ez azonban emberi 1éptékben nem ellendrizhetd, igy ma is szenzacid
lenne egy ,,szebb” bizonyitas. Egy ilyen probalkozas talalhato itt:

http://www.math.gatech.edu/~thomas/FC/fourcolor.html

Erdekes modon ennek a szinezési problémanak igen sok, mas teriileten alkalmazhato praktikus
alkalmazasa van, pl. litemezési feladatok.

De mi is a koze a grafoknak a térképek szinezéséhez?

Az aldbbi abran Magyarorszag térképe lathatd, a szomszédos megyék mas-mas szinnel
szinezve. Reprezentiljuk az egyes megyéket a megyekozpontjukkal, ezek lesznek a graf
csucsai. A cstcsokat akkor kotjiik 6ssze, ha a megyék szomszédosak, igy kapjuk az éleket. A
kapott piros graf sikbarajzolt, a pontok csakis az élek metszéspontjai. A térkép szinezésének
problémaja erre a grafra megfogalmazva tgy sz6l, hogy legkevesebb hany szin sziikséges egy
adott sikgraf kiszinezéséhez ugy, hogy a szomszédos pontokat méas-mas szinnel szinezziik?

Definicio: A G sikbarajzolt graf G*dualis grafja az a graf, melynek V * ponthalmaza az
eredeti G graf tartomanyai (melyeket rajzban pontokkal reprezentdlunk. E* élhalmaza ugy
adodik, hogy a szomszédos tartomanyoknak megfelelé dualis pontokat 6sszekaotjiik. A végtelen
tartomanyt nem szoktuk kiszinezni, ezért ehhez nem is rendeliink dudlis pontot.

(A térkép forrasa:https://tudasbazis.sulinet.hu/hu/termeszettudomanyok/termeszetismeret/ember-a-termeszetben-5-osztaly/terkeptipusok-magyarorszag-
kozigazgatasi-terkepe/magyarorszag-kozigazgatasi-terkepe)
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Tehat a grafok szinezése alatt azt értjliik, hogy csucsaihoz szineket rendeliink ugy, hogy
szomszédos csucsok nem lehetnek azonos szintiek. Tovabbiakban csak sikgrafok szinezésével
foglalkozunk.

Lehetséges a grafnak tartomanyait, vagy az éleit is szinezni, de alapesetben a szinezés szon a
csticsok szinezését értjiik, mert a tobbi szinezés visszavezethetd a csucsok szinezésre.

Szokas még szinek helyett szamokkal is dolgozni, tehat egy csucsra azt is mondhatjuk, hogy az
l-es szint kapta, ahelyett, hogy kékre szineztiik. Lehetséges szinlistakat (szamlistédkat) is a
csucsokhoz rendelni.

Definicio:

%(G) a G graf un. kromatikus szdma az a szam, ahany szin legalabb kell (és x(G)-1 db szin nem
elegendd) a G graf csticsainak olyan kiszinezéséhez, hogy a szomszédok mas szintiek legyenek.
Az azonos szinli pontok halmazat szinosztalynak nevezziik.

Példak:
G2 A G3 G3 az un. Petersen
B B graf
Forras:
https://hu.wikipedia.org/wiki
IF%C3%A1jl:Petersen_grap
C c O E I h_3-coloring.svg
WGl)=4 1(G2)=3 1(G3)=3
G1 szinosztalyai: G2 szinosztalyai: G3 szinosztalyai:

S={{A},{B},{C},{D}} S={AL{BDE}{C}}  S={{A/I,F, H},{B,C,D},{E? G? J}}

Az alabbi 2 tétel bizonyitasa hazi feladat.

Tétel: paros hosszu korok kromatikus szama 2, paratlan hossza korok kromatikus szama 3.

Tétel: az n pontu teljes graf kromatikus szama n.

Tétel: Valamely, legalabb egy élet tartalmazo graf akkor és csak akkor paros, ha a kromatikus
szama 2.

Bizonyitas:
Ha paros a graf, akkor az egy-egy osztaly, pontjai kozott nincs €1, ezek egy-egy
szinnel szinezhet6k. Tovabb4, ha a gratnak van egy ¢€le, akkor legalabb 2 szin kell.

Ha csupan két szin elegendd egy graf szinezéséhez, akkor az egy szinosztalyba tartozé pontok
kozott nincs €1, ha lenne, nem lehetnének azonos szintiek, ezért a szinosztalyok egyben a paros

crer
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Becslések a kromatikus szamra

Definicio:
G egy teljes részgrafjat klikknek nevezziik. A G-ben talalhaté maximalis méretii klikk
mérete, vagyis pontjainak szama az Gn. klikkszam, jelolése: o (G).

Tétel:
A G graf kromatikus szama nem lehet kisebb a klikkszamnal: x(G) > o (G).

Tétel:

Ha a maximalis fokszam a G grafban A, akkor y(G)< A +1

Bizonyitas: Barmely X ponttal is kezdjiik a szinezést, az X pont szomszédjainak szinezéséhez
nem kell tobb szin, mint A. Az X pontot pedig szinezhetjiik a A +1. szinnel.

Brooks tétel (bizonyitas nélkiil):
Ha G egyszert, 0sszefiiggd graf, nem teljes graf, és nem egy paratlan hosszusagt kor, akkor
wG)< A.

Tétel:
Ha G sikba rajzolhato graf, akkor ¥ (G)< 5.

Elsé bizonyitas:
Teljes indukcio a graf pontszamara.

Legyen a graf n ponta.
n=1,2,3,4,5 esetek:
Ha a grafnak legfeljebb 5 db csticsa van, akkor nyilvanvaldan kiszinezhetd 5 szinnel.

Indukcios feltevés: Az n=k cstcsu graf kiszinezhetd 5 szinnel.

n= k+1-re felhasznaljuk, hogy az Euler tétel sikgrafokra vonatkozo egyik kovetkezménye
miatt (e<=3n-6) van olyan X cstcs, melynek fokszama legfeljebb 5.

a.) eset

Ha torténetesen az X fokszama 4 (vagy kisebb), akkor befejezés nagyon egyszerti:
kivalasztjuk ezt a 4-foku cstcsot, €s a ra illeszkedd ¢élekkel egyiitt elhagyjuk. Az igy keletkezd
graf n cstcsq, tehat az indukcios feltétel értelmében kiszinezhetd 5 szinnel. Mivel X-nek csak
4 szomszédja van, ezek legrosszabb esetben 4 szinnel vannak kiszinezve, igy visszavéve ezt
az X csucsot, X szine az 6todik szin.

b.) eset

Ha X fokszama 5, akkor a szomszédjai k6zott van két pont, amelyek nem szomszédosak,
hiszen ha ilyen nem lenne, akkor X és szomszédjai teljes 5 grafot alkotnanak, igy a grafot
nem lehetne sikba rajzolni. Legyen Z és Y az X olyan szomszédjai, melyek nincsenek
Osszekotve. Hagyjuk el az X cstucsot a ra illeszkedo élekkel egyiitt. Az Y, Z pontokat vonjuk
0ssze egy pontta. Az igy keletkez6 grafnak n-2 éle van, igy az indukcids feltevés szerint
kiszinezhetd 5 szinnel. Az 6sszevont Y, Z pontokat allitsuk vissza eredeti helyiikre, megtartva
az 6sszevont formaban kapott kozos szint. Igy X szomszédai legfeljebb 4 szinnel vannak
kiszinezve, X kapja az 5. szint.
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Az alkalmazasokban a nehézséget az adja, hogy nincsen polinom idejii algoritmus. Polinom
idejli algoritmuson azt értjiik, hogy n bemend adat esetén van olyan P, polinom, amellyel a
kiszadmitasi 1d6 feliilrdl becsiilhetd.
A szinezés néhany alkalmazésa:

- Térképek szinezés ©

- Memoria regiszterek allokécidja

- Sudoku

- Utemezési feladatok: vizsga, orarend, stb.

- Mobil telefonok frekvencia kiosztas - 4 —féle frekvencia

- Repiildgépek tlitemezése: k db repiild, n db jarat

- Biztonsagi kamerak elhelyezésének tervezése

- Levelek osztalyozasa

- Multiprocesszorok — feladatmegosztas

- Szamitdgépes grafika

- Ultetési rend
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