LinAlgDM II. 9-11. gyakorlat: Komplex szamok 1.

2024. éprilis 04-05.

1 Gyorstalpalé tippek

A tippek onmagukban nem elegendd definiciok/tételek, a megértést és emlékezést segitik, és a feladatmegolddshoz
mutatnak utat!

1. Hint. Komplex szdm fogalma

A valés szdmok halmazan a gyokvondas NEM zart miivelet. Azaz a gyok alatti negativ szamok esetén nincsen értelmezett
valés értékiink. Ezért ki kell terjeszteniink a valds szdmok halmazat egy olyan szdmhalmazra, amelyben minden gyok
alatt szerepl6 negativ szamnak is értelmet tulajdonitunk. Ez lesz a komplex szdmok halmaza.

Elképzelhetjiik ugy, hogy a szdmegyenes mar megtelt, igy a szdmsikra kell kibéviteniink azt. Konnyen megfoghatjuk dgy
(nem matematikai megfogalmazds, csak intuicid!), hogy az 1-es szdm és a v/—1 linedris kombindcidéjaval felirjuk, hogy az
adott szamban hényszor szerepel a /—1.

Példgul: /=9 = v9v/—1 = 3+v/—-1
N——

%
Késébb latni fogjuk, hogy egy komplex szamnak pontosan két négyzetgyoke lesz a komplex szamok halmazin. Ezért
valédi felirdsban a fentieket ”forditva” definidljuk: bevezetjiik az i képzetes egységet, amelyre igaz, hogy i2 = —1.

Az el6z6 példank megoldasa pl. a 3i, mert ezt négyzetre emelve —9-et kapunk eredményiil. Itt is lathatjuk, hogy igazabdl
két megoldasunk is van: a 3i és a —3i, vagyis a —9-nek két komplex négyzetgycke lesz.

A valds szamokat gy terjesztjiik ki a komplex szamokra, hogy a valds 6sszeadds és szorzas j6 tulajdonsdgait megtartsuk.

2 Elméleti osszefoglalo

[ Definition 2. Komplex szdmok hérom alakja

A komplex szdmokat dbrdzolhatjuk a sikon. A vizszintes tengely, az tin. valds tengely - jelolése: Re(z) - a valds szdmoknak
felel meg, mig a fluggbleges tengely az Un. képzetes tengely - jelolése: Im(z) -, melyen az i képzetes egység is van.

A komplex szdmoknak harom alakjat hasznaljuk:

1. Algebrai alak:

z= _a -1 + b -
~~ ~~
valés rész képzetes rész

Ezt értelmezhetjiik tigy, hogy az 1 és az ¢ ”linearis kombinaciéja” maga a komplex szam, igy tekintheté kétdimenzids
vektornak is, amelynek koordindtdai rendre a és b. Persze a komplex szamok jéval tobbet ”tudnak”, mint a sikbéli
vektorok, hiszen ezek is szamtestet alkotnak az Osszeadds és szorzas miiveletekkel, csakigy, mint a valés szdmok.
A fenti képletben az a € R szdmot a z komplex szam valds részének, a b € R szdmot a z képzetes részének hivjuk,
és a kovetkez6képpen jeloljiik:




2. Trigonometrikus alak: z =1 (cos(¢p) + isin(¢))

Im(z)
z=a+bi—
r-(cos@+i-sing)

a Re(z)

Ahol r a komplex abszolit értéke (hossza), ¢ pedig a komplex szdm argumentuma (valés (Re) tengely pozitiv felével
bezart szoge).

3. Exponencidlis alak: z=r-€e"?

Ez az alak szintén a fent leirt hosszal és szoggel dolgozik.

Megjegyzés 1. Az utébbi két alak (a trigonometrikus és az exponencidlis) valdjdban a komplex szdmsik vektordnak
poldrkoordindtds felirasa, azaz hossza és szoge van. Mérnoki jeloléssel: rZ¢

Megjegyzés 2. Az exponenciilis alak és a trigonometrikus alak egymdsbdl szdrmaztathaté az Euler-formuléaval:

e"? = cos(¢) + i - sin(¢).

\ J
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Definition 3. Atvéltds a koordinatak kozott

e Poldrkoordinétédkbdl algebrai alakba, (r, ¢) — (a,b):

Im(z)
a=r-cos(p) z=qg+bi=
. . l. r-(cos¢ +1i-sing)
b=r-sin(¢) %
—izl=rZ 2
o Algebrai alakbdl poldrkoordinatdkba, (a,b) — (7, ¢): Pl y
b b=r-sing
arctg(— I. siknegyed
g( Z) ( gyed) 2 -
z : Re(z)
arctg(=) +m  (II-IIL sikn.) I—
r=+/a? + b2, = Z 4
arctg(a) + 27 (IV. siknegyed) m V.
m 3m
5 vagy - haa=0

Megjegyzés 3. A negyedik siknegyedben nem kételezd hozzdadni a +27-t a szoghoz, ekkor negativ szoget kapunk (pl.
’%T = 315° helyett —% = —45°). fgy elég annyit megjegyezniink, hogy a II-III. siknegyedben m-t hozzd kell adnunk az

b
arctg(—=)-hoz, mig a mésik két stknegyedben nem.
a

1
Megjegyzés 4. Nevezetes szogek: tg(0°) =0, tg(£30°) = :I:ﬁ = :I:?, tg(£45°) = £1, tg(£60°) = £/3
Megjegyzés 5. Atvaltaskor mindig abrazoljunk!
A y=arctg(x)
8_A~tg( ol
6 -
41 Ly 1L 1L V. 0:5m
2 +
X
411 —n i3 2;:' —I5 —I4 —I3 —I2 —Il 1 2 3 4 57
94
471 -0:5m
64
8+ n
~ J




p
Theorem 4. Komplex szamok Gsszege

Osszeadni algebrai alakban érdemes, mert itt pontosan tgy szdmolunk, ahogy a valés szémoknal megszoktuk:
z1 = a1 + bli, 2o = as + bat

21+ 22 = (a1 + b14) + (a2 + b2i) = a1 + bri + a2 + b2i = (a1 + az2) + (b1 + b2)i

Theorem 5. Komplex szamok szorzata

1. Algebrai alakban
z1=a1+bii, 22 =a2+ bai
z12z2 = (a1 + b1i) (a2 + b2i) = a1a2 + a1b2i + a2b1 + b1b2 i? = (a1az2 — bib2) + (a1b2 + a2b1)i
=i
Mindenkit mindenkivel o0sszeszorzunk.

2. Trigonometrikus alakban:
z1 = r1(cos(¢1) +isin(p1)), 22 = ra(cos(¢2) + isin(¢2))

z122 = r1r2(cos(d1 + ¢2) + isin(¢r + ¢2))
Hosszak szorzddnak, argumentumok (szogek) dsszeadddnak.

3. Exponencidlis alakban:

21 =11’ 2y = ree'®?
2120 = 11601 pee!®? = ppyet($1792)

Hosszak szorzédnak, argumentumok (szégek) osszeadddnak.

p
Theorem 6. Komplex szdmok hatvanya

1. Trigonometrikus alakban:
z = r(cos(¢p) + isin(¢))
2" = r"(cos(ng) + isin(ne))
Hossz hatvdnyozddik, argumentum (szog) n-szeres lesz.

2. Exponencialis alakban:

z =re'?

Zn _ Tneind)

Hossz hatvdnyozddik, argumentum (szog) n-szeres lesz.

f Theorem 7. Komplex szamok n. gyoke

Egy komplex szamnak pontosan n db n. gyoke van a komplex szamok halmazan.

1. Trigonometrikus alakban:

z =1 (cos(¢) + isin(¢))
Ve= Yr. (COS<M> +isin<w>) , k=0,..,n—-1
n n

A hosszbdl n. gyokot vonunk (valds szdmokon értelmezett gyokvondssal!), az argumentumot (szoget) n-nel osztjuk és
figyelembe vesszik a szogek periddusdt, azaz k-szor elforgatjuk.
2. Exponencidlis alakban: _
2=1.¢°
. ptk2m
V= Wr-en o, k=0,.,n—1
Az n. gyokok hossza az eredeti hossz n. (valds) gyoke lesz, az argumentum (szég) n-nel osztédik és figyelembe vesszik
a szogek periddusdt, azaz k-szor elforgatjuk.




p
Theorem 8. Az i képzetes egység hatvanyai

¢ =1
it o= "
.3 R 5 i4k:+1 = 4
(3 = v 1= —1
- 4k+2 5 k € Z
14 = 13 = —7,2 = 1= 10 2 = -1
. 3 . 5 A4k+3
B o=dti=i=4! ? =1

Im
Z'4k+1 A_

-

A

N

i4k+2

,L-4k+3 —

|

[ Definition 9. Komplex szdm konjugiltja

Im,
b+----- -TZ
|
r¢ i
f > Re
o
|
7 |
|
—fpdboooas p'y
z

Megjegyzés 6. Egy komplex szdm konjugdldsa tulajdonképpen a valds (Re) tengelyre valé tiikrozése.
Megjegyzés 7. Tulajdonsédgai:

21+ 22 =%1+ 22

1 R2 = 2122

z=%Z & Im(z)=0

z-z2=|2>, mertz-zZ=(a+bi)(a—bi)=0a®-b=a>+b"=r’=|z|
\

[ Theorem 10. Algebra alaptétele

Minden n-edfokd polinomnak n db gyoke van a komplex szdmok halmazdn. (Ez méar tartalmazza a valds gyokoket is:
ezek azok a komplex gyokok, melyek képzetes része 0.)

|\




3 Feladatok

Feladat 1. Hatarozzuk meg a kovetkez6 kifejezések értékét:

(a) 21 = (3 —44)(7+ &)

Megoldas. A N\
(3 —44) (74 8i) = 21 + 24i — 28i —32 i =21+ 32— 4i =53 — 4i
< — T

(a2) 21 = (3 + 449)(7 — 8i)

Megoldas.

(3+40)(7 — 8i) = (3+ 4i) - (7 — 8i) = (3 — 4i)(7 + 8i) = 53 — 4i

Felhaszndltuk az (a) feladat megolddsdt.

3 —4i
b =
(b) 22 9
Megoldas.

3—4i 2+i 6+3i—8 —4i> 10— 5i 9
_ — - —92_

R T I P R |
A gydktelenitéshez hasonloan i-tlenitjik a nevezdt.
() o370 87
ST 14+ 2+3i
Megoldas.
B _3—i 8—i _ (3-9)2+3)-@-9)(1+14) _
T 140 2431 (1+14)(2+ 3i)
6+9i—20— 32— (8+8i—i—i?)  94+Ti— (9+7i) 0 —o
N (144)(2 + 3i) (1) (2431) (1492430

Vagyis a két tort, amit kivontunk egymdsbol, ugyanaz volt!

Valos tortek esetén dltaldban kénnyt észrevenni, hogy két tort ugyanaz, mert valds szdmmal bévitve az
eqyik tortet, eljutunk a mdsikhoz. Itt az elso tortet komplex szdmmal, (% + %i)-vel bovitve kapjuk a mdsodik

tortet: s _
3—1 5"‘52_ 8—1

1+i S+1i 2+3i

Miutdn itt komplex szammal szorozzuk a szamldlot és a nevezdt is, az eredménybdl nem ldtszik a kapcsolat
az eredeti és a bovitett tort kozott.

(d) 24 = 42023

Megoldas.
24 = 2-2023 — Z'3 . i2020 — Z'3 . <i4)505 — Z‘3 . 1505 — Z’3 =4

Az i-vel vald szorzds tulajdonképpen a 90 fokos forgatdsnak felel meg. Mivel négy forgatdssal visszajutunk
oda, ahonnan elindultunk, ha 2023-szor forgatunk, ugyanoda jutunk, mintha csak 3-szor forgattunk volna.

(e) z5 = (1+1i)*, Zs =7 |zs| =7



Megoldas.
=1+ =(1+0)°)?=(1+2-1)°=(20)°=4*=-4, Zm=-4, |z|=
(f) 26 =(1+14)°, Re(z)=? Im(z)="
Megoldas. it felhaszndljuk az el6z6 feladat megolddsdt:
ze=01+i) =1+ (1+)"(1+4) =(—4)°(1+i) =16 +16i ,  Re(z) =16,  Im(z) =16

(14 20237)2023

(8) 27 = m ) |27| =7

Megoldas.

or] = (1 + 2023i)2023
T (1 = 20234)20%3

|(1+20230)%0%3] /11420231 \ " 055
_ Jin _ = 1202
(1 —2023)20%| _ \ |1 2023i]

Felhaszndltuk, hogy |1 + 2023i| = |1 — 2023i|, mert a konjugdlds a hosszon nem vdltoztat.

(h) zs=(2+1)°, zm=? |z|=

43
1-5-%-8-2-1 1-%-3-2-1 2.1-%-2-11
BARR g SRR i RRR
3-2-1-2-1 YRR TRYRR 11

= 259 4+5.2%' +10-2%2 +10- 2% + 5. 214 + 294 =
= 324 80i + 80i% + 40:> + 10i* +° = 32+ 80i — 80 — 40i + 10 + i = —38 + 413

5
Ts= 38 —4li,  |us| = /382 + 412 = 25V5 = (vV/B)® = <\/22 + 12) =2+

Vegyiik észre, hogy hatvdnyozdsndl a hosszak hatvdnyozédnak!

Megoldas.
= (2+1)° = Mogsi0 4 (O)okit 4 (2)2352 & 223 2124—|— %) 9055 —
0 1 2 5
_ 5' 5.0 5' 3.2 4 5' 0:5 __
= o PO Y g g T gy P gy Y g2 =
X-%.-%.1 5. 1
o OR-3-R 930 4 432 24@.1+ - 932 4
-
3

4! .
1
1!
N 2l e

Feladat 2. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket a komplex szamok koérében:

(a)
B—d)z+ (44 2i)y=2+6i
(44 2i)x — (2+3i)y =5+ 4i
Megoldas.
3—1 442t |2+61 144 24
442 —2—-30|5+4i 4427 —-2—-30|5+4
1+ 2i 1+ |2 01+ N r\ (141
0 F4=99|9—4 0o O | 0 M| y) —\ i
(b)

@+ i)z +(2—i)y=6
B34+2i)x+(3—2i)y=38



Megoldas.

<2+i 2 6) < -4 12;“) 34| 2t
. : ~ : : ~ —2—4i| | —8=63i | ™~

3+2 3-2i|8 3+2 3-2i| 8 0 =861

3—41 12—6¢ - .

0 2—1q 0 2—1 Y 2—q

Feladat 3. Hatarozzuk meg azokat a komplex szamokat, amelyekre teljestl, hogy a szdam konjugéltja egyenlo az
eredeti szam négyzetével!

Megoldas. Az aldbbi egyenlet z € C megolddsait keressiik:

z =22

frjuk fel a z-t algebrai alakban:
z=x+ yi,
ahol z,y € R. Ekkor az egyenlet az aldbbi:
T+ yi = (z+yi)®

Ha ezt rendezziik, a kovetkezd dsszefiiggést kapjuk:

T—yi = z? — y?+2zyi

Két komplex szdm egyenld, ha a valds és a képzetes részeik egyenldek. Emiatt a fenti egyenletben egyenlének
kell lennie a dupldn aldhizott részek bal és jobb oldaldnak (valds rész); illetve a hulldimossal aldhizott részek
bal- és jobb oldaldnak (képzetes rész i-szerese). Vagyis a fenti komplex egyenlet az aldbbi két valds egyenlettel
egyenértéki:

x =22y

—y = 2zy }

Ezt tovabb rendezziik:

x =122y

2z+1)y=0 }

A mdsodik egyenletet megoldva a kivetkezdket kapjuk:
1
<2$+1)y:0 = y1)2:0 VAGY :1?3’4:—5

Ezeket az elsé egyenletbe visszahelyettesitjik:
Ha 11,2 =0, akkor:
r=2x = x1=0 VAGY z5=1

1
Ha 234 = —5 akkor:

FEzt rendezziik:

3 V3
y2: — = y3’4::l:7.

Tehdt az eredeti egyenletrendszernek négy megolddsa van a komplex szdmok halmazdn:

1 V3, 1 V3

21:0, 22:1, 23:—54-72, 24:—5—71

Feladat 4. frjuk at algebrai alakba a kovetkezé komplex szamokat:

(a) 21 = %(005(3000) + isin(300°))



Megoldas. Ha nincs szamoldgépiink, felhaszndlhatjuk, hogy a 300° és a —60° ugyanaz, tovdbbd a cos
pdros, a sin pdratlan figguény:

1 o .. o _ 1 o .. o _ 1 1 \/g _ 1 \/g
n=5 (cos(—60°) + isin(—60°)) = 3 (cos(60°) — isin(60°)) = 3 <§ — 71) =1
Im g,
300%\
f > Re
\ % €0s(300°)
A
1 o 2 J
5sin(300°) +- - - L %ei:’)oo"
(b) 23 =+/2 (005(5—7T> + isin(S—W))
4 4
Megoldas.
50\ . . (5w o o) V2 V2 .
29 = \/E(COS(Z> +zsm<Z>) = \/§<COS(225 ) + isin(225 )) =2 (—7 — 27> =-1—4
Im,
5
1
VBeop(5 \ .
2
Lo - /2sin(7F)
2 =+/2e!T

Feladat 5. frjuk fel trigonometrikus alakban a kovetkezé szamokat:

(a) 21 =-1—14

Megoldas. Kiszdmoljuk z1 hosszdt:

Megadjuk a szégét:
—1
o= arctg(_—l) + eltolds a siknegyeddel

Az dbra alapjdn latjuk, hogy a harmadik siknegyedben vagyunk, ezért az eltolds +180 fok:

5
b = 45° + 180° = 225° = ZW'



Tehdt z1 trigonometrikus alakja

=
1=

Figyeljiik meg, hogy ha nem nevezetes szogrol van szo és igy muszdj a tangens segitségével szamolnunk,
figyelembe kell venniink a siknegyedeket!

(b) Z9 = —31

Megoldas. Az dbrdrdl a vektor hossza régtén leolvashato: r = 3, ahogyan a szdg is: ¢ = 270°. Tehdt

ms{oe() (%)

DN,

Megoldas. Az dbrdrdl ldtszik, hogy a vektor eqységnyi hosszi, és ¢ = 180°-0s szdget zdr be a valos tengely
pozitiv felével:
zg = 1 (cos(m) + isin(m))

Im

B
Z:eiﬂ’]_




(d) 24 = —3+/3i

Megoldas. A hossz konnyen kiszdamolhato:

r= /(=32 + (V32 = VO +3=Vi2=2V3.

Az dbrdn ldtszik, hogy a mdsodik siknegyedben vagyunk, ezért

3 3 5
$= arctg(%) +180° = arctg(—g) +180° = —30° 4 180° = 150° = %

2 =2V3 (m(‘%”) + z‘sin<‘%”>)

Im,

(e) z5 = %

Megoldas. Az dtvdltishoz eldszor algebrai alakra hozzuk zs-6t:

10 V3+i 10(V3+i) 10(V3+i) 5 5.
: = = —5\/5-{—52

VB—i V3+i (v3) -2 4

=) () -

Az dbran ldthatd, hogy az elsé siknegyedben vagyunk, igy

5
5 1 T
=arctg | =2= | = arctg | —= | =30° = =.
o= arcy (g\/ﬁ) I <\/§> 6

2 =5 (cos(%) + isin(%)) .

z5 =

Kiszdmoljuk z5 hosszdt:

Tehat

Im,

s | _z=5ed
2 5 T
T |
g |
— Re

10
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