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1 Elméleti osszefoglald

p
Definition 1. Algebrai multiplicitas

Legyen az A € R™*™ métrix egy sajatértéke A. Azt mondjuk, hogy a A\ sajdtérték algebrai multiplicitdsa (AM) k, ha A
k-szoros gyoke A karakterisztikus polinomjénak.

Megjegyzés 1. Az algebra alaptétele szerint egy n-ed foku polinomnak a komplex szamok halmazdn pontosan n db gyoke
van, ha a t6bbszords gyokoket kiilon-kiulon szamoljuk. (Ugyanennek a polinomnak a valés szdmok halmazin maximum n
db gyoke van, de mi egyenl6re olyan matrixokkal foglalkozunk, amelyek sajatértékei mind valésak, igy n db valés gyokiink

lesz).
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Definition 2. Geometriai multiplicitds

Legyen az A € R™™™ mdtrix egy sajdtértéke A\. A X sajatérték geometriai multiplicitdsa (GM) alatt a hozzé tartozé
sajataltér dimenzidjat értjiik.

Megjegyzés 2. Egy sajatérték geometriai multiplicitasa mindig kisebb vagy egyenld, mint az algebrai multiplicitasa
(GM < AM)!
|
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Proposition 3.

Az A € R™*™ métrix kiilonbozd sajitértékekhez tartozé sajatvektorai linedrisan fiiggetlenek.

Theorem 4.

Tegyiik fel, hogy az A € R™*™ métrix sajdtvektorai béazist alkotnak R™-ben. Ekkor az A méatrix felirhaté sajdtvektorainak
bazisdban. A sajatvektorainak bazisdban felirt matrix (D-vel jeloljiik) diagonélis lesz, melynek f84tl6jdban a sajdtértékei
szerepelnek.

Megjegyzés 3. Az A-t diagonalizdlhatonak nevezzik, ha létezik a sajatvektoraibdl allé bazis R™-ben.

Megjegyzés 4. Ehhez az sziikséges, hogy minden sajatértékének algebrai és geometriai multiplicitdsa megegyezzen.

Megjegyzés 5. Az A maétrix diagonalizdldsat az S transzformdcidés madtrixszal végezziik, melynek oszlopai a
sajatvektorokbdl allé bazis vektorai. Ekkor:

M0 0
0 X 0
D=S51.4.5= .
0 0 An
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2 Feladatok: Diagonalizalas

Feladat 1. Legyen az A = matrix egy linedris leképezés matrixa. Adjuk meg a sajatértékeit, sajatvektorait,

1 2
3 —4
sajataltereit! Hany dimenzidsak a sajitalterek? Adjuk meg az egyes sajatértékek algebrai multiplicitdsdt (AM) és
geometriai multiplicitdsat (GM)! Van-e sajatvektorokbdl allé bazis R?-en? Ha igen, frjuk fel ebben a bazisban a
linearis leképezés matrixat! Adjuk meg a transzforméciés matrixot is!



Megoldas. Szamoljuk ki a sajdtértékeket eldszor:

1-x 2 /
det({ 3 _4_AD(1A)(4A)2~3A2+3A100 = M=-5és =2

FEzutdn szdmoljuk ki az egyes sajdtértékekhez tartozo sajdtvektorokat:

1. A \y = =5 sajatértékhez tartozo sajatvektorok kiszdmoldsa:
1—(-5) 2 vy (6 2| v\ _ (O N 6vy +2v, =0 N vg = —3v; = —3p
3 —4—(=5)| \wa) |3 1| \wv2) \O 3v1 +v3 =0 vy =p € R\ {0}
Innen a A\ = —5-hoz tartozo sajdtvektorok:

1
v=<_9-p,p€R\m}
A A\ = —5-héz tartozo sajataltér:

{(_13) | pe R} )

Ez az altér egy origon dtmend egyenes, melyet 1 vektor feszit ki, ezért dimenzidja 1.

1. A Xy = 2-hoz tartozo sajatvektorok kiszdmoldsa:

1-2 2 wr) |1 2 w1 N —wy + 2wy =0 N w1 = 2we = 2q
3 —4 -2 \ws) |3 —6|\wy 3w; —6vy =0 we =q € R\ {0}
Tehdt a A = 2-hoz tartozo sajdtvektorok:

wz(ﬂ-q,qeR\m}

16 PP —re}

Ez az altér is egqy origén dtmend egyenes, melyet 1 vektor feszit ki, ezért dimenzidja 1.

A A1 = 2-héz tartozd sajataltér:

Fontos megjeqyezni, hogy a sajdtvektor definicidjaban szerepel, hogy nem lehet nullvektor, viszont mikor
sajdtalteret adunk meg, ott a nullvektort is belevessziik a sajdtvektorok mellé, hogy ténylegesen alteret (vektorteret)
alkossanak! Tehdt az adott sajatértékhez tartozo sajatvektorok halmaza €s a sajataltér kozott az a kildonbség, hogy
tartalmazza-e a nullvektort.

A N\ = =5 sajdtérték algebrai multiplicitdsa 1, mert egyszeres gyoke a karakterisztikus polinomnak, geometriai
multiplicitdsa 1, mert a hozzd tartozd sajdtaltér dimenzioja 1. Vagyis itt AM = GM = 1. A Ay = 2 is egyszeres
gyok, igy algebrai multiplicitdsa 1, tovdabbd geometriai multiplicitdsa szintén 1, mert a hozzd tartozo sajdtaltér
egydimenzids. Tehdt itt is igaz, hogy AM = GM =1

Az Osszes sajdtértékre igaz, hogy AM = GM, ezért létezik a sajdtvektorokbdl dlle bazis R™-ben.

Ezt onnan is ldthatjuk, hogy ha kivdlasztunk 1-1 vektort a sajdtalterekbdl (pl. v* = _13 és w* = <?) ),

akkor azt ldthatjuk, hogy ezek nem lesznek parhuzamosak, tehdt linedrisan fiiggetlenek, és két linedrisan figgetlen
vektor bdzist alkot R%-en.



A leképezés matriza a sajdtvektorok bazisaban felirva egy olyan diagondlis mdtrix lesz, amelynek fédatlcjaban
a sajdtértékek szerepelnek:

D=S5"148 = {_5 0} ,

0 2
ahol
R
1 3 3
Feladat 2. Legyen egy linedris leképezés métrixa A = |—-3 —5 —3|. Adjuk meg ennek a matrixnak a
3 3 1

sajatértékeit, sajatvektorait, sajdtaltereit! Allapitsuk meg a sajatalterek dimenziéjat! Dontsiik el, hogy van-e
sajatvektorokbdl 4116 bizis R3-ban! Ha van, ebben a bézisban irjuk fel a leképezés métrixat!

Megoldas. FEldszior kiszdamoljuk a sajdtértékeket:

1—A 3 3
-3 =5=X B (=010=-XN)(=5=-N1T=X)+9)=3((-3) 1 =N +9)+3(-9-3(-5-A)) =
3 3 1-A
=1 =AM\ +42A+4) =3BA+6) +3BA+6)=(1 - N (A +4\+4) =0
—_———
(A+2)2
A karakterisztikus polinom gydkei: Ay =1, Ay 3 = —2.
1. Keressiik meg a A1 = 1-hez tartozo sajdtvektorokat:
1-1 3 3 (751 0 3 3 Ul 0
-3 -5-1 -3 up | = -3 —6 =3||u2| =10
3 3 1—1] \us 3 3 0 us 0
Ezt az egyenletrendszert megoldhatjuk pl. Gauss-Jordan elimindcioval:
0 38 310 10 -1]0 uy —uz = 0
-3 —6 —31|0 ~ L~ 01 1 lo = =0
3 3 00 2 its =

Hdrom valtozénk van, de csak két valodi 6sszefiiggésiink, ezért egy vdltozo értéke szabadon megudlaszthato:

U1:U3:t
Ug = —uz = —t , tER\{O}

us = t
Innen a Ay = 1-hez tartozo sajdtvektorok:
1
u=|-1]-¢t, teR\{0}
1
A A\ = 1-hez tartozd sajdataltér:
1 1
—1|-t,teR ) =span{|-1]}.
1 1

Ez a sajdtaltér egydimenzids, vagyis a sajdatérték geometriai multiplicitasa 1. A Ay = 1 egyszeres gyoke a
karakterisztikus polinomnak, ezért az algebrai multiplicitasa 1. lgy teljesil, hogy AM = GM = 1.



II. Keressiik meg a Ap 3 = —2 sajdtértékhez tartozd sajdtvektorokat:

1-(-2) 3 3 v 3 3 37 (wn 0
-3 —5—(-2) -3 v|=1-3 =3 =3 [w]=10
3 3 1—(=2)] \vs 3 3 3| \us 0

Ezt egyenletrendszer formdra dtirva tulajdonképpen ugyanazt kapjuk meg hdromszor, vagyis minddssze egy
valdodi 0sszefuggésiink van, ezért a 3 vdltozonk kézil 2 szabadon megvdlaszthato:

3v1 + 3ves +3v3 =0 V1 = —V2 —V3=—pP—( 0
—3v1 —3vg —3v3 =0 = vy =p€R , ahol <p)7é<o)
3v1 +3vs +3v3 =0 v3=q€R a
Innen a Aa 3 = —2-hoz tartozd sajdtvektorok:
—-p—q -1 -1 » 0
q 0 1
A g3 = —2-héz tartozd sajdtaltér:
-1 -1 -1 -1
1 |p+{0]-¢q, p,geRy=span{| 1 |, 0 |}
0 1 0 1
Ez a sajdataltér kétdimenzids, tehdt a sajdtérték geometriai multiplicitdsa 2. A Ay 3 = —2 kétszeres gyoke a

karakterisztikus polinomnak, ezért az algebrai multiplicitdsa 2. fgy AM =GM = 2.

Mivel az 6sszes sajdtértékre igaz, hogy AM = GM, ezért létezik sajdtvektorokbol dlld bdzis R®-ban. Mdsképpen
fogalmazva, mivel a \y = 1 sajdtértékhez tartozo sajdtaltér egy dimenzids, a A2 3 = —2 sajatértékhez tartozo pedig
kettd; tovdbbd a kilonbozd sajdtértékekhez tartozo sajdtvektorok linedris fiiggetlenek, ezért ki tudunk vdlasztani
hdrom darab figgetlen sajdtvektort, tehdt létezik sajdtvektorokbdl dllé bdzis R3-ban. A M\ = 1 -hez tartozd
sajataltérbol kivdlaszthatjuk példaul az

1 -1 -1

1 0 1

A transzformdcio mdtriza pont ezeket tartalmazza oszlopvektorként:
1 -1 -1
S=1-1 1 0
1 0 1

Az eredeti A mdtrix felirdsa ebben a bdzisban megadhatd a sajdtértékekbdl dllo diagondlis mdtrix segitségével:

1 0 0
D=S1'AS=10 -2 0
0 0 -2



A transzformdcios matrizhoz mds-mas sajatvektorokat is felhaszndlhatunk, az eredményil kapott D mdtriz ugyanigy
diagonalis lesz. Azonban, ha az S mdatrizhan a sajdtvektorok sorrendjét felcseréljik, a D mdtrixban a kapc-
solodo sajdtértékek is felcserélddnek. Példaul, ha az S mdtriz elsé-mdsodik oszlopdba Ao 3 = —2-héz tar-
tozo sajdtvektorokat helyeziink, harmadik oszlopaba A3 = 1-hez tartozo sajdtvektort, akkor a D mdtrizban is
feleserélédik a sorrend: a fédtlo elsé és mdsodik eleme a —2 lesz, a harmadik pedig az 1. Tehdt a D-beli
sajatértékek sorrendje megegyezik a hozzdjuk kapcsolddd sajatvektorok S-beli sorrendjével!

Fontos megjegyezni, hogy ha eleve tudjuk, hogy létezik a sajdtvektorokbdl dllé bdzis (pl. csak egyszeres
sajatértékeink vannak), vagyis A diagonalizdlhatd, akkor a D mdtriz meghatdrozdsihoz nincs szikségink a tran-
szformdcids matriz (vagyis a sajdtvektorok) kiszdmoldsdra.

0 1 2
Feladat 3. Legyen az A = |2 3 0| matrix egy linedris leképezés métrixa. Adjuk meg ennek a matrixnak a
0 4 5

sajatértékeit, sajatvektorait, sajataltereit! Hany dimenzidsak lesznek a sajatalterek? Létezik-e sajatvektorokbdl
4116 bazis R3-ban? Ha igen, frjuk fel ebben a bazisban a linedris leképezés matrixat!
Megoldas. FEldszir szamitsuk ki az A mdtrix sajatértékeit:

00—\ 1 2
2 3-X 0 |[=(=N(B=XNB-X)-0)—-1(26-A)—0) +2(8—0)
0 4 5-A

= (=AM =8\ +15) — (10 —2)\) + 16 = —A* +8)\* — 13\ + 6 = 0.
Ennek a polinomnak a gyokeit meghatdrozhatjuk pl. MATLAB segitségével: A\ = 6, illetve Ay 3 = 1.

1. Keressiik meg a Ay = 6-hoz sajatvektorokat:

0—-6 1 2 U1 -6 1 2 Uy 0
2 3—-6 0 uw =12 -3 0 uy | = (0
0 4 5—6| \us 0 4 -1 U3 0

Gauss-Jordan elimindciot alkalmazva megoldjuk az egyenletrendszert:

3 p—
-6 1 2 10 10 7%‘0 U1—§U3—0
2 -3 010 ~ L~ ) =
0 4 -1]0 01 =%[0 us— 25 =0

Hdrom vdltozonk van, de csak két valodi dsszefiiggéstink, ezért eqy vdltozo értéke szabadon megudlaszthato.
Hogy ne legyenek tortek a megolddsban, ezt okosan vdlasztjuk meg: us = 8q, q € R

3 3
= — = — - 8 = 3
Uy 8“3 3 q q
2 2
8 8
us = 8q
Innen a A1 = 6-hoz tartozo sajdtvektorok:
3
u=1|2|-q, qeR\{0}
8
A A = 6-hoz tartozo sajdtaltér:
3
2)-q, geR)=span{|2]|}.
8 8



Ez a sajdtaltér egydimenzics, vagyis a A1 = 6 geometriai multiplicitisa 1. Ugyanakkor a Ay = 6 egysz-
eres gyoke a karakterisztikus polinomnak, 19y a sajatérték geometriai multiplicitisa megegyezik az algebrai
multiplicitaisdval: AM = GM = 1.

II. Keressiik meg a A2 3 =1 sajdtértékhez tartozo sajdtvektorokat:

0—-1 1 2 U1 -1 1 2 V1 0

2 3—-1 0 val =12 2 0 va ] = 1|0

0 4 5—1 VU3 0 4 4 V3 0
-1 1270 1 0 -1|0 1}1—’()3:0
2.2 000 ~ <o1 10) T vy =0
0 4 410 3

Hdrom valtozénk van, de csak két valodi 6sszefiiggésiink, ezért eqy vdltozo értéke szabadon megudlaszthato:

U1 =U3 =D
vp=—-v3=—-p , peR\{0}
U3 =p

Innen a A\g 3 = 1-hez tartozo sajdtvektorok:

1
v=|-1]-p, peR\{0}.
1
A Ao 3 = 1-hez tartozo sajdtaltér:
1 1
—1]-p, peR=span{|—-1]}.
1 1

Ez a sajdtaltér egydimenzids, vagyis a sajatérték geometriai multiplicitdsa 1, ugyanakkor Ao 3 = 1 kétszeres
gyoke a karakterisztikus polinomnak, ezért az algebrai multiplicitdsa 2. fgy AM =2>1=GM.

Mivel a Ay 3 =1 sajatértéknél AM =2 # 1 =GM, vagyis az algebrai és geometriai multiplicitds nem egyezik
meg, ezért nem irhato fel bdzis a sajatvektorok segitségével. Mdasként fogalmazva: a két sajdtaltérbdl osszesen két
linedrisan flggetlen sajdtvektor valaszthato ki, pl:

3 1
Q* = 2 ) Q* = -1
8 1

Ugyanakkor ahhoz, hogy ezek bdzist alkossanak R3-ban, hdromra lenne sziikség.
Tehdt A NEM diagonalizdlhatd, mert nincs sajdtvektorokbdl dllé bdzisa R3-ban!
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