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1 Elméleti osszefoglald

p
Proposition 1. Béazistranszformécié

Adott egy V vektortér annak [b] = {b;,b,,...b, } bazisdval. Ekkor, ha szeretnénk attérni egy mésik, [b’] = {b},5,...,b,}
bézisra, azt a kdvetkezo transzforméacioval tudjuk megtenni:

T = Uy, 1)

ahol
U= [Qll,[b] b;,[b] b;,[b]] . (2)

Megjegyzés 1. A bézistranszformdcié az adott vektornak a ”régi” [b] bazisban felirt koordindtds alakjabdl ugyanennek
a vektornak az ”1dj” [b’] bazisban felirt koordinatés alakjit adja meg.

Megjegyzés 2. Az U métrixban azon ”14j” [b’] bazis elemeit rakjuk oszlopvektorként egymds mellé, amelyre szeretnénk
attérni, de figyelni kell, hogy a "régi” [b] bazisban kell felirni [b’] elemeit!

Megjegyzés 3. Az (1) Osszefiiggés felirhat6 a kovetkez8 forméban is:
Ty = ULpy) ®)

Vagyis az U segitségével az adott vektorunknak az "1j” koordinatas alakjabdl a "régi” koordinatas alakjat kapjuk meg.
De ha az U inverzét hasznaljuk, akkor a "régib6l” az ”djat”, mint (1)-nél.

Megjegyzés 4. A [b]-r8l [b]-re valé 4ttérés matrixa a [b]-rél [b']-re valé attérés métrixdnak az inverze.

Proposition 2. "TAS”

Adott egy L : V — W linedris leképezés. Legyen a kiinduldsi tér bazisa [a] = {a;,a,,...,q, }, valamint a képtér bazisa
[b] = {by,by,...,b}, és legyen az L linedris leképezés métrixa ezen bézisparban A. Tovabba legyen a kiinduldsi tér egy
masik bézisa [a'] = {a},a),...,a,}, valamint a képtér egy masik bdzisa [b'] = {b},b),...,b,}. Ekkor az A métrix ezen

"mésik” béazisokra vonatkoztatott A’ megfeleléjét megkapjuk a kovetkezdképp:
A =T71AS,

ahol S és T &ttérési matrixok, melyek az x = S - 2’ kiindulési térbeli, és az y="T: g' képtérbeli transzformécidkat
definidljak. (Itt a valtozévektor eredeti bazisban felirt koordinatavektorat z, az Gj bézisban felirtat z’ jeloli. Hasonléan,
a régi és az 1j béazisban felirt képvektorok y és y’.)
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Megjegyzés 5. Levezetjik a fenti Osszefiiggést. A hozzarendelési szabaly az eredeti és az 1ij bézisparban az aldbbi:
y= Az , g/ — Algl

Az Ssszefliggést a régi és az 1 koordinaték kozétt megadjak a bazistranszformaciok matrixai: z = S-2’, y = T-y'. Ekkor:

y =T 'y =T""Az =T *ASz’.
Y Yy — L
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f Proposition 3. ”SAS”

Adott egy L : V — V linedris leképezés és annak A métrixa. Legyen kiinduldsi és a képtérnek a bézisa [a] =
{a;,a,,...,a,}. Tovdbbd legyen ugyanezen két térnek egy mdsik bdzisa [a'] = {a},a5,...,a,}. Ekkor az A métrix
ezen béazisokra vonatkoztatott A’ megfeleldjét megkapjuk a kovetkezdképp:

A =5"14A8,
ahol S a bézistranszformaécié matrixa.

Megjegyzés 6. Ez az eset a "TAS” egy specialis esete, amikor a két transzforméciés matrix megegyezik: T = S.

Megjegyzés 7. A ”SAS” leggyakoribb alkalmazdsa az, amikor a leképezés sajatvektorainak bazisara tériink at. Ekkor a
leképezés matrixa diagonalis lesz, f6atldjaban a sajatértékekkel.

\




2 Feladatok: Bazistranszformaci6é, SAS, TAS

Feladat 1. Az z vektor koordinatavektora az {i, J } bézisban z = . Mik lesznek ugyanezen x vektornak a

5

1
g s 1\ | 1 (.

koordindtai, ha attériink a ¢; = 1) &e=1_4 bézisra?

Megoldas. Ezen a példin megmutatjuk, hogyan mikodik a bazistranszformdcid, azaz az dttérés a "régi” bazisrdl
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az "uj” bazisra. frjuk fel az egyenletrendszert, ami kapcsolatot teremt az x vektornak a "régi” és az "uj” bdzisban
felirt koordindtds alakja kézott:

) o 1 1 1 1 1 1 e}
(1), =Gy meerreme () () =0) o () [0 4] G)

A fenti egyenlet pirossal jelolt része pont a (3) egyenlet formdjdban van. Vegyiik észre, hogy a fenti kifejezésben
szerepld mdtriz oszlopvektorai pont az 7ij” bdzisvektorok, a "régi” bdzisban felirva:

D, -
=U- s U= |Cifigy Cotigy| = [ _ }
<1 {Ll} B {c1:e2} [ N N ] 1 1

vagyis pont a (2) egyenletben szerepld mdtrizot kaptuk meg. Ebbdl kifejezzik az 71j” koordindtdakban felirt vektort:

()= 0,y
{c1:¢2} {Z»Z}

Ezzel pontosan a bdzistranszformdcio (1) képletét kaptuk meg!
A koordindtdk kiszdmoldsdhoz elészor hatdrozzuk meg U™ '-et:

o1 o [-1 -1 L1 1 -1 —1] [05 05
det(U)—’1 _1‘——2, adj(U)—[_l 1} = U = Tt () adj(U)—_2 {_1 1]—{0.5 _0.5]

Innen az x vektor az "uj” bdzisban felirva:

o5 057 (5) (3
Lenet = 05 —05] \1) ~ \2/-

A "régi" bazis 1

Az x felirdsa a
két bazisban:

Az "j" bazis x=3c, +2c,

Feladat 2. Adjuk meg azt a matrixot, amely egy adott vektornak a ¢; = <_32>, Cy = (i) béazisban felirt

koordindtas alakjabdl az {i, j} bazisban felirt koordinatds alakjat adja meg!

Megoldas. A feladat nem mds, mint az identikus leképezésnek® (vagyis annak a leképezésnek, amely minden
vektorhoz dnmagdt rendeli) meghatdrozni a mdtrizdt dgy, hogy a kiinduldsi térben a [c] = {c;,cy} bdzist, a
képtérben a kanonikus bdzist haszndljuk. Ez a mdtriz pedig a bazisvektorok képének (ami dnmaga, hiszen identikus
leképezésrdl beszélink) koordindtds alakjait tartalmazza a képtér - kanonikus - bazisdban felirva, ezért a leképezés



mdtriza a kovetkezo:
=%
{ersep b {ing}
A leképezés mdtrizaban a bdzispdrt a szokdsos mddon jeloltik (elészor a kiinduldsi, majd a képtér bazisa). Vegyiik
észre hogy a bdzistranszformdcioval a {c,,cy} bdzisrol a {i,j} bdzisra tértink dt!
Masképpen is megoldhatjuk a feladatot: adottak a c,, c, bdzisvektorok képei az {i,j} bdzisban felirva. Ha
ezeket eqymds mellé irjuk, eqy olyan mdtrizot kapunk, ami nagyon emlékeztet eqy bdzistranszformdcids mdtrizra:

A=lenfigy C2igy - Cmfigh:

Valéban, ha a (2) egyenlet mdtrizaban a [b'] = [c] bdzist és a [b] = {i, j} bdzist vdlasztjuk, akkor a (3) egyenlet
megadja az 0sszefiiggést:

Tiigy = A Lo ey
Vagyis ha az A mdtrizot megszorozzuk egy vektornak a [c] bdzisban megadott koordindtds alakjdval, megkapjuk
ugyanezen vektor koordindtdit a kanonikus bdzisban felirva.

%Ez az identikus leképezés egyben izomorfizmus is (azaz linedris bijekcid), s6t, még automorfizmus is, vagyis olyan izomorfizmus,
amelynél az a matematikai objektum (pl. vektortér), amibdl leképeziink, és ahova képeziink, az megegyezik.

Feladat 3. Adjuk meg azt a bazistranszformaciés matrixot, ami egy adott vektor {i, j} bazisban felirt koordinatas

3

alakjabdl a ¢; = <_2

>, Cy = (i) bazisban felirt koordindtas alakjit adja meg!

Megoldas. E:zt a feladatot kétféleképpen is meg tudjuk oldani.
Elészor is észrevehetjiik, hogy ez gyakorlatilag az el6zd feladatban meghatdrozott leképezés inverze, tehdt, ha
invertdljuk a leképezés mdtrizdt, akkor megkapjuk az ebben a feladatban sziikséges mdtrizot.

g[8 1] _1[
-2 4 1412 3
A mdsik megolddsi mddszer esetén nem feltételezziik, hogy ismerjik a leképezés inverzét (mint kordbban),

hanem megoldjuk “ismeretlen” feladatként. Ekkor az a feladatunk, hogy meghatdrozzuk, hogy az {i,j} kanonikus
bazis képei mik lesznek a [c] = {c,,cy} bdzisban. Ezt az i,j vektorokra tgy tudjuk megtenni, hogy megoldjuk a

kovetkezd egyenletrendszert:
3 1 ar) 1 _[oa
53 () = (o) o= (3)
3 1 (65 _ 0 _ (65
%3 (32)- () o (3)

E két egyenlet bal oldalanak egyiitthatoi megegyeznek, ezért dsszevontan megoldhatok Gauss-Jordan elimindcioval:

2 -1
3 1/1 0 1 0|7 14
-2 410 1 0o 1|1 3

7 14

Ldthatjuk, hogy induldskor a kibdvitett egyiitthatomdtriz bal oldaldn az el6z8 feladat A mdtriza, jobb oldaldn
egységmatriz szerepel, tehdt tulajdonképpen itt is az A inverzét szamoltuk ki.

Tanulsdagként az eddig megoldott feladatokbdl leszirhetjik, hogy ha [b] és [b'] kézil az egyik a kanonikus bdzis,
akkor két lehetdség van: a (2) egyenlet U mdtriza vagy a kanonikustdl eltérd bazisvektorokbdl, mint oszlopvek-
torokbdl dlle mdtriz lesz (ekkor kanonikus bdzisra térink dt), vagy ennek az inverze (ekkor kanonikus bdzisrdl
térink dt).

3 2 4
Feladat 4. Adjuk meg azt a bézistranszformaciét, amely a ¢, = [ 2], ¢o = (4], ¢ = | 1] bdzisban
-3 3 5



2 4 3
megadott koordinatas alakbdl a d; = 4], dy, = | 1], d3 = | —2 | bézisban felirt koordinatds alakot allitja
3

eld!

Megoldas. Vegyiik észre, hogy a bdzisvektorok sorrendje ugyan mds, de ugyanazon vektorokrdl beszéliink:

ledg
22:d1
23:d27

igy az dttérési mdtriz sem lesz nagyon bonyolult. Irjuk fel a [c] = {¢,, ¢y, ¢35} bizis vektorainak koordindtdit a
kanonikus, a [c] illetve a [d] bdzisban:

3 1 0
A — o ~ o
3 ik Y ey N dyd,)
9 0 1
=14 =11 =10
3 iy \VY (erepey NV (4,40,
4 0 0
=1 —lo — |1
o wimr \Woieepey  \Y (44,0,

Ha a [c] vektorainak [d] bdzisban felirt koordindtdit oszlopvektorként eqgymds mellé irjuk, megkapjuk a keresett
attérési madtrizot:

b

Il
—_ O O
o O =
o = O

Feladat 5. Adott az L : R? — R? lineéris leképezés matrixa, ha mind a kiindulési, mind a képtérben a kanonikus
béazist hasznaljuk:

0 -1
A=10 0
1 0
Irjuk fel az L leképezés métrixat, ha a kiinduldsi térben a bézis [a’], melynek vektorai a} = ? , ah = <_01>, a
1 2 3
képtérben pedig [b’], melynek vektorai b) = [ 1], b5 = 1], 5= 1 |!
1 1 2
Megoldés. Ez esetben a kiinduldsi tér (R?) kanonikus bdzisa [a] = {a;, a5}, ahol a; = é , Gy = (; , a
1 0 0
képtér (R3) kanonikus bdzisa pedig [b] = {by,by, b3}, aholb; = [0 ], by=|1],b3=10
0 0 1

Tudjuk, hogy
g = (f) — 20+ 1j = 24, + la
{i.d}

-1 o
ay = ( 0 ) = (—1)i+0j = (—1)a; + Oa,
{i.d}



Ezutdn, ha vesziink egy dltaldnos x = (il) vektort a kanonikus bdzisban, akkor, ha ezt fel szeretnénk
2/ {a,,a,}
/
irni az dj, [a’'] bdzisban, mint ' = (i}) vektort, akkor a kovetkezbket kapjuk:
2/ {af.ah}

T 2 —1| [z} x
T1a; + w2a, = Tha) + Thah = ¥4 (2a; + 1ay) + wh((—1)a; + Oay) = <x;> = L 0 } ( ,1> =[d) ab] < /1>
A Ekiinduldsi térben tehdat a kévetkezd transzformdcio tudjuk felirni:

g = Sp = [0y ah]2" = mp =Sz = E _01 Zia

A képtérben hasonloan gondolkodva

y =Ty =[b by, bylyY = oy

[b] Yl

123
= |1 11
11 2

FEzutdn pedig irjuk fel az L leképezés hozzdrendelési szabdlydt az eredeti bdzispdrban, majd ebbdl az j
bazispdrban:

-1 -1 -1
Yo = TV = Al b1z = Al b (S7)) = Yy = (17 Ay p) )7y = A =T A p)§ =T AS

Tehdt ahhoz, hogy megadjuk az A’ mdtrizot, ki kell szdmolnunk a kordbban kiszdmolt T mdtriz inverzét
tetszdleg modszerrel, példdul adjungdlt segitségével:

1 2 3
det(T) = det 1 1 1 :1-1 1—2-1 1—i—3~1 1
L1 o 1 2 1 2 11
2—1=1 2—1=1 1-1=0
=1-2-2.243.0=1-2+0=-1
e ey )t
1 2 1 2 11
T
1 -1 0 1 -1 -1
ai(my= -7 3 4 3 -2 = 1| = e
-1 2 -1 0o 1 -1
2 3 13 1
ol o Thoa)
1 1 -1 -1 -1 1 1
T = cadj(T)=—|-1 -1 2|=]1 1 =2
det(T) “1lo 1 4 0 -1 1
A leképezés mdtriza az uj bazispdrban:
-1 1 1 0 -1 11 3 -1
Al =T 1AS=1]1 1 =2 0 0 2 -0y )12 o]
S 1 0 1 0
0 -1 1 1 0 1 0 2 -1

Feladat 6. Legyen adott az L : R? — R? leképezés, melynek matrixa a kiinduldsi és a képtérben egyarant a
kanonikus béazist tekintve
Ao [2 -1 0 ]

1 0 -1

Adjuk meg azt a métrixot, amely ugyanezt a leképezést irja le, azonban a kiinduldsi térben a [c] = {¢;, o, 5}



bézist, a képtérben pedig a [d] = {d;,d,} bézist tekintve, ahol

1 0
y Co = -2 , C3 = 4 ) dl == (g) ) 42 == <:g> !
1

1 —

Cc =

N O N

Megoldas. Mivel a kiindulasi térben és a képtérben mds-mds bazisra térink dt, ezért ”TAS”-sal fogunk szamolni.

Ehhez hatdrozzuk meg az S, valamint a T~ mdtrizokat:

det(T)Z’?) _5‘=3-(—3)—(—5)~2=—9—10=1, adj(T):[:g g]

=gy =32 -2

Ezek utdn meg tudjuk hatdrozni a keresett A" mdtrizot:

2 1 0
)4 [-3 5] [2 -1 0 B _[-12 12 17
A=T AS{—Q 3} {1 0 —1] g 12 _41 {—8 -8 11}

Feladat 7. Adott az L : R* — R? lineéris leképezés, amelynek az [a] = {i, j} bazisban felirt médtrixa A = [1 72] .

a) Mi lesz ugyanezen leképezés mdtrixa, ha dttériink az
@) ={i+j,—i+j}
béazisra mind a kiindulasi, mind a képtérben?

Megoldas. Hatdrozzuk meg az [a'] bdzis elemeit a kanonikus (kiinduldsi) bdzisban:

Mivel mind a kiinduldsi, mind a képtérben ugyanarrol a bdzisrol térink dt ugyanarra a bdzisra, vagyis
T=2_S, exért A =T 1AS = S~1AS. Szdmoljuk ki S~'-t:

det(S)det(E _11])1-1(1).12
its) = |

s =

det(S)



A fentieket felhaszndlva megkapjuk a leképezés mdtrizdt az [a'] bdzisban:

T I | AT i Y O | A B A

Ahogy ebben a feladatban lathattuk, a "SAS” igazabol az elézd feladatbeli "TAS” képlet eqy specidlis esete.

b) Mi lesz ugyanezen leképezés mdtrixa, ha dttériink az A métrix sajitvektorainak bézisdra mind a kiindulési,
mind a képtérben?

Megoldas. Ezt a mdtrizot D-vel fogjuk jelolni:
D=S"148,

ahol S az A mdatriz sajdtvektoraibdl dallo bdazis. Ahhoz, hogy a sajdtvektorok bdzisdra dttérhessink és
meghatdrozzuk a "SAS” képletben szerepld S mdtrizot, elészor is sziikségiink lesz a mdtriz sajdtértékeire,

ezért a
det(A— AE) =0

egyenlet megoldjuk \-ra:

4— A 7 /
det({ 1 —2_AD(4A)(2A)7-1A22A150 = M=-3éX\=5

Ezek utan meghatdrozzuk az egyes sajatértékekhez tartozo sajdtvektorokat gy, hogy az adott \; sajdtértéket
behelyettesitjik a sajdtvektorokra vonatkozé (A — AE)v = 0 egyenletbe:

I. A\ = =3 sajdatvektorai:

L@ @) = v = = (B mremi

1I. Ny =5 sajdtvektorai:

{415 275} (ZD:[? 77} (E) = ;=T = w:(z)'q’qER\{O}

Most vdlasszunk ki egy-egy vektort a két sajdtvektor-halmazbol:

(1) ()

(Mindegy, hogy melyiket vdlasztjuk, mindkét halmazbdl legyen egy-eqy vektor.) Az S dttérési mdtriz az

aldbbi lesz: S = [v* w*| = [_1 7

1 1] . Hatdrozzuk meg ennek az inverzét is:

et([_ll ﬂ)——l-l—?-l——8

det(S) = d
ais) = | 1y 7]

-1 -1
1 111 -7 1({-1 7
-1 _ . .+ _ -
= =g |0 =53 1
Ezutdn pedig behelyettesitink a 7SAS” képletbe:
(-1 7114 7]|-1 7 1{-1 713 35
_ g1 _ —— —
p-stas=g [0 5[ T =5l 1 B

C1[-3-21 -35435] [-3 0] [Ax O
3—-3 3545 | |0 5 [0 Xl

8



Jol lathato, hogy - mivel dttértink a sajdtvektorok bdzisdra - a leképezés mdtriza ebben a bdzisban diagondlis
matriz lesz, ahol a fédtldban a sajdtértékek szerepelnek.

¢) Mi lesz az eredeti A métrix 5. hatvénya?

Megoldas. Ahhoz, hogy ezt meg tudjuk hatdrozni, nézzik az elébbi feladatrészben haszndlt "SAS” képletet:
D = S71AS. Ext a képletet rendezhetjiik A-ra, ha beszorozzuk az eqyenlet mindkét oldaldt jobbrél S~ -gyel,
valamint balrol S-sel. Ekkor azt kapjuk, hogy A = SDS™!. Nézzik az egyenlet 5. hatvdnydt:
AP = (SDS™")° = (SDS™") - (SDS™') - (SDS™!) - (SDS™") - (SDS™1) =
=SD(SS™HD(SSH)D(SS HD(SS 1) DS = SD?S .

Ezt a kifejezést mdr kénnyen ki tudjuk szdmolni, ugyanis a D mdtriz egy diagondlis mdtriz, amit ha
—3)% _
hatvdnyozunk, akkor a diagondlisban lévé elemeket hatvdnyozzuk, tehdt D® = [( 3) O] = [ 243 0 }

0 55 0 3125|°
FEzutdn pedig elvégezziik a mdtrizszorzdsokat:

R = A

1 1 0 3125 1 1 —243 3125 1 1
_ 121632 23576 _ 2704 2947
83368 1424 | | 421 178 |°
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