LinAlgDM II. 4-5. gyakorlat: linedris leképezés matrixa; magtér-képteér,
sajatérték-sajatvektor kiszamitasa
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1 Gyorstalpalé tippek

A tippek onmagukban nem elegendd definiciok/tételek, a megértést és emlékezést segitik, és a feladatmegolddshoz
mutatnak utat!

1. Hint. Leképezés matrixdanak megadasa

A leképezés matrixa a bazisvektorok képét tartalmazza a megfeleld sorrendben. (A kiinduldsi tér bézisvektorainak képeit
oszlopvektorként egymés mellé pakoljuk.)

2. Hint. Képtér kiszamitdsa

A leképezés matrixdnak oszlopvektorai dltal generalt alteret kell megadni. = Gauss-Jordan elimindcié utdn azon eredeti
oszlopvektorok feszitik ki a képteret, melyekben van vezéregyes. (Mert ezek lesznek a fliggetlen oszlopvektorok.) jelolése:
Im(A).

3. Hint. Magtér kiszamitasa

Zérushely. Az Az = 0 homogén egyenletrendszert kell megoldani. Jel6lése: Ker(A)

4. Hint. Sajatérték kiszamitasa

Karakterisztikus polinom gyokei. det(A — AE) =0

5. Hint. Sajataltér kiszamitasa

(A — \;E)z = 0 homogén egyenletrendszer megoldéasa. (Ker(A — \E))

2 Elméleti osszefoglalo

( N\
Definition 6. Leképezés matrixa

Legyenek V és W vektorterek, dim(V) = n, dim(W) =k, és legyen [b] = {by,b,,...b,} a V egy bazisa. Az L:V — W
linearis leképezés matrixa:

Ao = [L(b)ia| E)ig] - [L0,)1q]

A leképezés métrixa a [b] bazis vektorainak képvektorait tartalmazza a képtér egy [c] bézisdra vonatkozdé koordindtakban
felirva.

Megjegyzés 1. Az L(b,) oszlopvektor koordinatait a k elemi [c] bazisban irjuk fel, igy ez egy k elembdl allé vektor,
aminek kévetkeztéb«;n A sorainak szdma k. Tudjuk azt is, hogy a [b] bdzis n db bézisvektorbdl 4ll, vagyis n db oszlopvektor
szerepel az A-ban. Igy a leképezés matrixa (k X n)-es.

Megjegyzés 2. A leképezés matrixdanak alsé indexében el6szor a kiindulési térbeli, majd a képtérbeli bazist tiintetjiik
fel. A leképezés méatrixa nem csak attdl fiigg, hogy mit csindl az adott leképezés, hanem ettdl a két bazistdl is - hiszen mas
bézisban mésok a koordindtdk is. Nagyon fontos az is, hogy a kiindulési tér bazsivektorainak sorrendje rogzitett legyen!

Megjegyzés 3. Linedris transzformdcid matrixa esetén, ha a kiinduldsi és a képtérben ugyanazt a [b] bazist hasznéljuk,
ezt az alsé indexben elég egyszer feltlintetniink:
Arp)




Megjegyzés 4. Ha linearis leképezés matrixanak felirdsakor a kiindulasi és a képtérben is a kanonikus bazist hasznaljuk,

ezt az alsé indexben nem kell feltiintetniink!
| J
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Theorem 7. Hozzarendelési szabdly és a leképezés matrixa

Ha A € R¥*™ az L : V — W linedris leképezés métrixa, z € V, y € W és y = L(x), akkor a leképezés hozzarendelési
szabdlya felirhaté a leképezés matrixanak és a valtozévektornak a szorzataval:

y=A-x
| J
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Definition 8. Képtér
Legyenek V és W vektorterek, L : V' — W linedris leképezés. Azon W-beli vektorok Osszességét, amelyek valamely V-beli
vektor (L melletti) képei, az L leképezés képterének nevezziik. Jelolése: Im(L). Vagyis:
Im(L)={yeW|3zeV,y=L(z)}.
Megjegyzés 5. A definiciébdl adédbéan az L leképezés képtere pontosan az L leképezés értékkészlete.
Megjegyzés 6. Im(L) egy W-beli altér.
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f Theorem 9. Képtér kiszamitasa )
Ha A az L : V — W lineéris leképezés (adott bazisparra vonatkozd) métrixa, akkor a leképezés képtere (Im(A)) mege-

gyezik az A oszlopvektorai ltal generdlt altérrel:
Im(A) =<a,,...a, >=span{a,,...a,}
ahol A = [ay]...|a,]
Megjegyzés 7. Kiszamitdsa: Gauss elmininaciét alkalmazunk, ugyanis nem feltétlentil szitkséges az A dsszes oszlopvek-
torat felhasznédlni a generdtumban, hanem elég csak a linedrisan fiiggetleneket. Az eredeti métrix azon oszlopai, amelyekben
a Gauss elimindcié utdn van vezérelem, linedrisan fiiggetlenek lesznek, és ezek kifeszitik (generaljak) Im(A)-t.
A kiszdmitdsndl alkalmazhatunk Gauss-Jordan elimindcidt is: ekkor a wvezéregyeseket tartalmazé oszlopok eredetijét kell
figyelembe venni.
J
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Definition 10. Magtér
Legyenek V és W vektorterek, L : V' — W lineéris leképezés. Azon V-beli vektorok osszességét, amelyek (L melletti)
képe a W vektortér nullvektora, az L leképezés magterének nevezziik. Jelolése: Ker(L). Vagyis:
Ker(L) = {z € V|L(z) =0y }.
Megjegyzés 8. Ker(L) egy V-beli altér, amely az L zérushelyeit tartalmazza.
| J
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Definition 11. Matrix magtere
Az A € RF*™ m4trix magtere az A - £ = 0 homogén linedris egyenletrendszer megolddshalmaza. Jelolése: K er(A)
Megjegyzés 9. A fenti megoldashalmaz alteret alkot R"-ben.
| J
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Theorem 12. A két magtérfogalom kapcsolata
Legyen A az L linedris leképezés matrixa. Ekkor az A matrix magtere és az L leképezés magtere megegyezik: mivel a
hozzéarendelési szabaly L(z) = Az, ezért az L(z) = 0 és az Az = 0 ugyanazt az egyenletrendszert definidljdk.
\ J/

p
Theorem 13. Dimenzi6tétel

Legyenek V' és W vektorterek, L : V. — W (homogén) linedris leképezés. Ekkor
dim(ker(L)) + dim(im(L)) = dim(V)

Megjegyzés 10. Ismétlés: Adott vektortér dimenzidja a vektortér valamely bazisdnak az elemszama. (Adott vektortérben
minden bézis ugyanannyi vektorbdl &ll).

Megjegyzés 11. dim(V) a kiinduldsi tér dimenziéja, dim(im(L)) mutatja meg, hogy a leképezés ebbdl hany dimenziét




“tart meg” (vagyis mennyit sikeriil ”&tvinni” a képtérbe), mig dim(ker(L)) a leképezés sordn ”elvesztett” dimenzidk
szama.

Megjegyzés 12. Ha dim (V') = dim(im(L)) (vagy mésképpen: dim(ker(L)) = 0), akkor a linearis leképezés kolcsonosen
egyértelm (azaz minden képtérbeli vektorhoz pontosan egy kiinduldsi térbeli vektor tartozik).

Definition 14. Sajatértékek kiszamitasa

A sajdtértékek-sajatvektorok az aldbbi egyenletrendszert teljesitik:
Lv)=A-v=2, v#0
Ezt alakitjuk:

majd egy oldalra rendezziik:
(A—XE)-v=0. 1)

Ez egy homogén linedris egyenletrendszer a v € R™ valtozévektorral, amelynek a nemtriviélis (v # 0) megoldésait keressiik.
Tudjuk, hogy ennek az egyenletrendszernek pontosan akkor van v = 0-tdl kiillonb6z6 megolddsa, ha

det(A—\E) =0 .

Ez a v-t6l figgetlen, csak A-t6l fliggd skaldr egyenlet az tn. karakterisztikus egyenlet. melynek bal oldaldn a karak-
terisztikus polinom §ll, ami n-edfoki polinomja a A-nak. Az egyenlet megolddsdval megkaphatjuk a karakterisztikus
polinom n db gyokét, vagyis az A sajatértékeit: Ai,..., Ap,.

Definition 15. Adott sajatértékhez tartozé sajatvektorok és sajitaltér kiszamitdsa

Adott \; sajatértékhez tartozoé sajatvektorok halmazat meghatarozhatjuk igy, hogy az (1) egyenletbe visszahelyettesitjiik
a A = \; sajatértéket. Ez a homogén linedris egyenletrendszer mar csak v-tél fiigg, megolddsa pedig megadja a \;
sajatértékhez tartozé sajatvektorokat. (Arra figyeljiink, hogy definicié szerint a sajatvektor nem lehet nullvektor!)

Megjegyzés 13. A \;-hez tartozd sajatvektorok - a nullvektorral kiegésziilve - alteret alkotnak V-ben. Ezt nevezziik a
Ai-hez tartoz6 sajataltérnek.

Megjegyzés 14. A )\;-hez tartozé sajitaltér tulajdonképpen az (A — \; E) métrix magtere: Ker(A — \E).

Megjegyzés 15. Mivel kiilonbozd sajitértékekhez kiilonboz6 sajdtvektorok tartoznak, az (1) egyenletet minden A;, i =
1,...,n esetén kiilon-kiilon meg kell oldani.

3 Feladatok

Feladat 1. Vetitsiik a tér vektorait a k vektorral parhuzamosan az i, j bazisvektorok sikjara (= xy-sikra térténd
meréleges vetités).

(a) Tekintsiik a képvektorokat térbelinek, ekkor ez a linedris leképezés R® — R3 tipusi linedris transzformécio.
Adjuk meg a transzforméacié matrixat!

Megoldas. Erdemes mindig rajzolni és elképzelni a problémdt. Vajon a bdzisvektorok hogyan vdltoznak
ebben az esetben?
z
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Az i,j bazisvektorok rajta vannak a sikon, amire vetitink, igy nem vdltoznak, a k viszont a nullvektorba
képez:
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Ezeket az oszlopvektorokat sorrendben eqymds mellé helyezve megkapjuk a vetités mdtrixzdt:

1 0
A=10 1
0 0

o O O

Mivel a transzformdcid matrizat o kanonikus bdzisban adtuk meg, igy az alsé indexben ezt nem kellett kilon
jelélniink.

(b) Most értelmezziik a feladatot gy, hogy a térbdl a sikba ”vissziik” a vektorokat - ekkor a linedris leképezés
R3 — R? tipust, vagyis ez méar nem transzformécié. Adjuk meg a leképezés méatrixat!

Megoldas. Ebben az esetben a térbeli {i,j,k} kanonikus bdzis képvektorait két dimenzicban kell megad-
nunk, az {i,j} stkbéli kanonikus bdzisban:

e (1)
0
)0
0
0

)0
0

Ezeket sorrendben egymds mellé helyezve megkapjuk a leképezés mdtrixdt:

10 0
A_[o1o]

Mivel mind a kiinduldsi térben, mind a képtérben a kanonikus bdzist haszndltuk, az alsé indexes bazisjelolést
itt is elhagyhattuk.

(c) Oldjuk meg a (b) feladatot gy is, hogy a képtérben a [b] = {by,by} bdzist hasznaljuk, ahol by = (1),

(%)

Megoldéas. A bazisvektorok képeit mdr ismerjik, mdr csak fel kell irnunk ezeket az képtér 1ij bazisdban.

Kezdjik az elsé bazisvektor (i) képével:
1 0 1
() (%)= )



Ebbdl az egyenletrendszerbdl az egyiitthatdk egyértelmiien megkaphatdk (hiszen a bal oldalon a bdzisvektorok
linedris kombindcidja szerepel): a =1, = 1.

(0),,=()
sy \V e

Ugyanezt elvégezve a mdsodik bazisvektor (j) képére, az egyenletrendszer megolddsa az aldbbi egyitthatdkat

Tehat

adja:

L(i)

Ho=(3), =0 0)+

A k képe a nullvektor, amelynek a koordindtdi minden bdzisban nulldk:

L(k)

(%)= (%),

()., = ()
/iy \Y 0,

Tehdt a leképezés mdtriza, ha a képtérben dttérink a [b] bdzisra (a kiinduldsi térben a bdzis vdltozatlan

maradt):

A:

1 0
1 -1

0

0] (0 k) (b1 by)

Feladat 2. Forgassuk el a sik vektorait pozitiv irdnyban, rogzitett ¢ szoggel! frjuk fel a transzformécié matrixat

a kanonikus bézisban!

Megoldas. A leképezés mdtrizdhoz meg kell adnunk a bdzisvektorok képeit. Forgassuk el az i és j vektorokat
¢ szoggel!l Mivel a bdzisvektorok egységevektorok, az elforgatdssal kapott képvektorok is egységuektorok. Ezek

koordindtdi o tengelyekre esd eldjeles wvetiiletek, melyeket barna szinnel jeléltink az dbrdn.

(Ezen wvetiletek

kiszdmolhatok a szogfiigguények kozépiskoldban tanult definicidjdbol, és abbdl, hogy itt a derékszdgl hdromszog

dtfogdja egqységnyi hosszisdgy.)
Y

= (i)

cos (o) o

¢

sin(¢)

— sin(¢)

cos(¢)




Az dbrdn megadtuk az L(i) és L(j) képvektorokat is, amelyekbdl a transzformdcio mdtriva adodik:

A= [LOILG)] = o) o)

Mivel itt is a kanonikus bdzisban dolgoztunk, ezt nem kellett kulon jeldlniink az indexben.

Feladat 3. Forgassunk el térbeli vektorokat a z tengely koriil rogzitett ¢ szoggel! Mi lesz a linedris transzformécié
matrixa a kanonikus bazisban?

Megoldas. Tengely korili forgatds esetén érdemes mindig az adott tengely irdnydbdl ratekinteni a térre ahhoz,
hogy a bdzisvektorok képét megkapjuk. Ertelemszerien az adott tengely képe, amely koril forgatunk, nem vdltozik.

fgy az eldz0 feladatban szerepld sikbéli forgatdshoz hasonloan kezelhetd a probléma. Figyeljunk arra, hogy a
koordindtdk most 3D-sek!



Y

| cos(9)
J L(z) = | sin(¢)
I~ O
— sin(¢) -
Lif) = | cos(¢) .
J 0 :
E E sin(¢)
= cos(o o) .
£ cos(o) , |
| u 1

e N \x

cos(¢)

A z tengely cstucsdrdl letekintve ldathatjuk, hogy a forgatds az xy-sikon, vagyis az elsd két koordindtdban
torténik, mig a harmadik koordindta értékét a transzformdcid nem vdltoztatja meg. Az L(i) és L(j) képvektorokat
az dbrdn feltintettik, mig a harmadik bdzisvektor képe: L(k) = k. B

Innen a z tengely korili forgatds mdtriza:

cos(¢p) —sin(¢) O
A= [LG)|L(G)|LE)] = sinésb) coso(qs) 0

It is a kanonikus bdzisban dolgoztunk, igy a bdzist nem kellett kilon jeldlnink az indexben.

Feladat 4. Legyen az L sikbéli transzformécié a sik vektorainak az y = x egye-
nesre valé tengelyes tiikkrozése. Adjuk meg a linedris transzforméacié méatrixat a
kanonikus béazisban! Adjuk meg a hozzdrendelési szabalyt is!

Megoldas. Az dbrdn ldthatd, hogy a kanonikus bdzis vektorai (lila és z6ld) egymds képei: L(i) = j, L(j) = i.
Innen a transzformdcido mdtriza:

A= [LO|LG)] = []i] = [(1) (1)]

It is a kanonikus bdzisban irtuk fel az A oszlopait, igy a bdzist nem kell jelolni. A hozzdrendelési szabdly:

w:AQ - w1 _ 0 1 V1 - w1 = V2
wo 1 0 (%) Wy = U1



Feladat 5. Tekintsiik a legfeljebb harmadfokd polinomokon értelmezett ”derivalas” leképezést! Ertelmezziik ezt
most linedris transzformdcicként, azaz képezzen a legfeljebb harmadfoki polinomok terébdl a legfeljebb harmadfoki
polinomok terébe:
d
D:P;— P;, D(p)=p, aholp/(x)= ch
x

Adjuk meg P; egy bézisat, majd a transzformdcié méatrixat ebben a bézisban tgy, hogy a kiinduldsi térben és
a képtérben is ugyanazt a bazist hasznaljuk! Adjuk meg a q(x) = 53 + 622 — 42 + 9 polinom derivaltjit a
hozzéarendelési szabaly alkalmazasaval!

Megoldas. Ps egy bdzisa példdul: [b] = {1,:1:,3:2,1:3}. A leképezés matrizdhoz sorrendben meg kell adnunk a

kiinduldsi tér bdzisvektorai képeinek koordindtdit a képtér bdzisdban, ami most szintén a [b]:

0
1 5 0=0140-240-2240-23= 8
0/ 1)
1
L 2 3 O
r — 1 =1-140-2+0-2°+0-2° = 0
0/ 1)
0
22 59 —0-142.240-2240-23= g
0/ 1)
0
2 5 322 =0-140-24+3-2240.2% = g
0/ 1)

Ezeket, mint oszlopvektorokat sorrendben eqymds mellé helyezve megkapjuk a transzformdcié mdatrizdt:

01 00
00 2 0
A_0003
00 00

(b]

A madtriz bal alsd indexében jeldltik a [b] bdzist, amely egyben a kiinduldsi és a képtér bazisa is (ha a két bdzis
azonos, elég egyszer kiirni).
A leképezés matrizdnak meghatdrozdsdval megkapjuk a hozzdrendelési szabdlyt is:
w= D(v) =Av
ahol v a derivdlandd polinom [b] bdzisra vonatkozd koordindtdit tartalmazza, mig w-ben a derivdlt polinom [b]
bazisra vonatkozo koordindtdi szerepelnek. A derivdlandé polinom: q(x) = bx® + 622 — 4w + 9. Felirjuk a q(x)
koordindtdit a [b] bdzisban, és beletessziik a v vektorba, mikézben nagyon odafigyelink a bdzisvektorok sorrendjére:

A leképezés végrehajtasdval megkapjuk a w vektorban a derivdlt koordindtdit:

0100 9 —4
oo 20 4| |12
=10 0 0 3 6 |15

000 0f, \5/4 0/



A leképezés sordn kapott ”derivdltvektor” koordindtdibdl megkapjuk ¢'(x)-et:

—4
w= ﬁ = J@)=—4-1+12-2+15-22 +0-2° = —4 + 122 + 1522

0/ )

Feladat 6. Adjuk meg annak az R? — R? tfpust transzforméciénak a magterét és képterét, melynek métrixa

A= {g 31]! Musztraljuk a dimenzidtételt! Igaz-e, hogy kolcsonosen egyértelmii a transzformécié?

Megoldas. Az A-x =0 egyenlet kibbvitett egyiitthatomdtrizdt felirjuk, majd Gauss-Jordan elimindciot hajtunk
végre rajta:

6 —1|0 0|0

)~ - 0l

Innen lathatd, hogy az A -z = 0 egyenlet egyetlen megolddisa az v1 = xo2 = 0, vagyis a sik nullvektora, igy
Ker(A) = {0}. Mds szavakkal: Nincs vezéregyessel NEM rendelkezd oszlopvektor, ezért Ker(A) = {0}.

A fenti Gauss-Jordan elimindcio egyittal megadja A azon oszlopvektorait is, amelyek kifeszitik a képteret.
Az eredményil kapott egyiitthatomdtriz bal oldaldn mindkét oszlopban van vezéregyes, ezért az eredeti mdtriz
mindkét oszlopa sziikséges a képtér kifeszitéséhez:

i 3. (3)

Mivel ez két linedrisan fiiggetlen sikbéli vektor, ezért a generdtumuk maga a sik lesz: Im(A) = R?
A dimenzidtétel teljesiilése:

dim(Ker(A4)) + dim(Im(A)) = dim(V)
0 + 2 = 2

Ez a linedris transzformdcio kélcsondsen egyértelmi, mert a kitnduldsi tér dimenzidja és a képtér dimenzidja
megegyezik, vagyis minden kiinduldsi vektorhoz eqy €s csakis eqy képtérbeli vektor tartozik.

Feladat 7. Tekintsiik a kovetkezd linedris transzforméciét:

1 -1 0 22

o 4 4 10 1 -2 5
L:R*—=R* Lx)=A-z, ahol A= s 9 5 _65
-2 6 4 0

Adjuk meg az L magterét, képterét! Illusztraljuk a dimenzid tételt! Igaz-e hogy kolcsondsen egyértelmii a transz-
forméacio?

Megoldas. Az Ax = 0 egyenletet felirjuk kibdvitett egyiitthatomdtriz formdjaban, majd Gauss-Jordan elimindcidt
hajtunk végre rajta:

1 -1 0 2210 0 0 3110

= 0 1 -2 5 1|0 N N 0 0 910
“1-3 2 5 —65|0 0 0 210
-2 6 4 0 |0 0 0 0 010

1. Az A mely oszlopvektorai feszitik ki (generdljik) a képteret? Az elsé hdrom oszlopban van vezéregyes
(pirossal jelélve), igy az elsé hdarom eredeti oszlopvektor dltal kifeszitett altér a képtér:

1 -1 0

1 -2

Im(A) = span sl 2] 5
-2 6 4



2. A magtér az Ax = O homogén linedris egyenletrendszer megolddshalmaza. A negyedik oszlopvektorban
nincs vezérelem, igy x4 értéke szabadon megvdlaszthato: x4 =t € R.

Az egyenletek dtrendezve:

T4 =t

r3 =— 21y = —2t
To =— 924 = -9t
1 =—3lzy = =31t

Innen a megoldds:

—31 -31

-9 -9

Ker(A) = o |ty tE R » = span 9
1 1

A magtér nem egyelemd, vagyis a nullvektorhoz t6bb s is tartozik. A transzformdcio Ker(L) dsszes
(végtelen sok) vektordhoz a nullvektort rendeli, ezért nem lehet kélcsondsen egyértelmd.

A dimenzidtétel teljesiilése:

dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) dim (V)
1 + 3 = 4

Feladat 8. Szamitsuk ki az alabbi matrix sajatértékeit, és az egyes sajatértékekhez tartozé sajatvektorokat és
sajatalteret! Ellenorizziik, hogy valéban j6 sajatértékeket-sajatvektorokat kaptunk!

=l 3

Megoldas. 1. A sajdtértékek kiszdmitdsihoz a karakterisztikus polinom gydkeit kell megadni, vagyis a
det(A— AE) =0

egyenletet kell megoldani \-ra:

detGg 31}—[3 ?\])zdet({(iz)\ 3_1)\]>:(6—>\)(3—>\)—2(—1):/\2—9>\+20:0

Megoldva a mdsodfoki egyenletet, Ay = 4, Ao =5 adodik.
2. Kiszamitjuk mindkét sajatérték esetén a hozzd tartozo sajdtvektorokat és sajdtalteret:

(a) A\ = 4: behelyettesitjik a A\1-et az (1) egyenletbe:

_ 6 -1 1 0 (5% _ 2 -1 Ul _ 0 2U1 — Uy = 0
(A-4Eju=0 = ({2 3} -4 {0 1]) (m) - [2 1] (Uz) - (O) = 201 —ug =0
Ldthato, hogy két egyenlet helyett valdjaban csak egy van. A wdltozdk szama 2, igy a szabadsdgi fok
(vagyis a megolddsban szerepld szabad paraméterek szima) 2 —1 = 1:

_ uyp =1 Cfuw [t _ (1
T “_(uz)_<2t>_<2>'t’ ek

Tehdt a A\ = 4-hez tartozo sajdtvektorok az aldbbiak lesznek:

uz(é)-t, t € R\{0}

Vegyiik észre, hogy az u = 0 vektort kivettik a megolddsbol, mert a nullvektor nem lehet sajdtvektor.
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Ezzel szemben, a A\ = 4-hez tartozo sajdtaltér a nullvektort is tartalmazza:

{@)¢,teR}:wm4(g}

(b) Ao = 5: behelyettesitjiik a Ao-t az (1) egyenletbe:

. 6 —17 1 0 v\ 1 -1 v\ 0 1)1—’[)2:0
(A=5Ep=0 = ([2 3] g [0 1D <v2) - {2 —2} (UQ> - (0> 7 20— 20 =0
A két egyenlet helyett valdjdban itt is csak egy van. A vdltozdk szdma 2, igy a szabadsdgi fok (vagyis
a megolddsban szerepld szabad paraméterek szima) 2 —1 = 1:

o Ulzt (V1) t . 1
Vv =v; — I = U_<’L)2)_<t>_(1> t, teR

Tehdt a Ao = 5-héz tartozo sajdtvektorok az aldbbiak lesznek:

o= G) t, teR\{0)

A v =0 vektort itt is kivettik a megolddsbol, mert a nullvektor nem lehet sajatvektor.
Ezzel szemben, a Ay = 5-hez tartozd sajdtaltér a nullvektort is tartalmazza:

{G)i,teR}:wm4<D}

Az dbrdn lathato az A mdtriz sajatértékeihez tartozd sajatvektorainak halmaza, illetve sajdtalterei. Itt is
jol latszik, hogy a kiilonbség a két halmaz kozott mindkét esetben a nullvektor.

sajatvektorok: /N A=4

sajatalterek: P\ A=4

A=5

Vegyiink a A1-hez tartozo sajatvektorok kézil egyet, €s ellendrizziik, hogy valdban sajdtvektor-e!

et ) = wnnlf 300 ()n

Ldthatjuk, hogy s1 valdban a \i-hez tartozé sajdtvektor.
Most vegyiink a Ao-hez tartozd sajdtvektorok kézil egyet, és ellendrizziik ezt is, hogy valdban sajdtvektor-e!

et ) = s 5100 () e

Ldthatjuk, hogy so valéban a Aa-hez tartozo sajdtvektor.

Feladat 9. Szamitsuk ki az aldbbi méatrix sajatértékeit, és az egyes sajatértékekhez tartozé sajatvektorokat és
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sajatalteret! Adjuk meg a méatrix magterét is!

1 2 1
A=1]16 -1 0
-1 -2 -1
Megoldas. 1. A sajdtértékek kiszdmitdsdhoz a karakterisztikus polinom gyokeit kell megadni, azaz a

det(A— \E) =0

egyenletet kell megoldani \-ra:

1 2 1 A0 0 1—Xx 2 1
det( 6 -1 0|—lo A o0 )zdet( 6 —1-X 0 ):
1 -2 -1 0 0 A B S
6 —1-2A 1—)x 2
1"—1 ) ‘OﬂlA)‘ 6 —1—,\‘
~— ————
—13-A —(1=A)(1+A)—12

= 13- A—(1+N[-1=N14+X)—-12] =13 - A+ 1+ N[D1=NA+N) +12] =
= 13- A+ 124+ 122 +1+NA = N0 +N) = —1+TIA =X = A2+ A +1=-2 -2+ 120 =0
—1+11X

A karakterisztikus polinom harmadfoki, igy most egy harmadfoki egyenletet kell megoldanunk. Szerencsére
latszik, hogy nincs konstans tag az egyenletben. ezért a \ kiemelhetd:

A AT 120 = AN A -12) =0

Ebbél a félig gyoktényezds alakbol lathato, hogy az egyik gyok a A\ = 0, a mdsik két gyokdt pedig a mdasodfoku
egyenlet megolddsaibdl kapjuk: Ao = —4, A3 = 3

2. Sajdtvektorok és sajdtalterek kiszdmitdsa:

(a) A1 = 0: a kapcsoldds sajdtaltér az
(A—0F) - u=0

egyenletrendszer megolddshalmaza lesz. A fenti kifejezés dltal megadott altér tulajdonképpen az (A —
0- E) magtere, azaz Ker(A—0OF) = Ker(A). Vegyiik észre, hogy a nulla sajdtértékhez tartozo
sajdtaltér az eredeti mdtrixz magtere! Gauss-elimindcioval megoldjuk az egyenletrendszert:

1 2 110 2 10
(A—0E)u=0 = |6 -1 0[]0 ~ ... ~ |0 6|0
~1 -2 -1/0 0 0 00

A harmadik oszlopban nincs vezérelem = wuz =1t € R.
Az egyenletek dtrendezve:

U3:t
o B, 8
2 13 ° 13

DY (R DR
= 13 13

Innen a A\ = 0-hoz tartozo sajdtaltér - amely egyben az A magtere is:

1 1

i3t ~1i3 —13
Ker(A—0F) = Ker(A) = -2t teR ) = ~Z|-t|teR ) =span -5

t 1 1

12



(b)

(c)

A A\ = 0-hoz tartozd sajdtvektorok a fenti sajdtaltér vektorai, kivéve a nullvektort (amit kizdartunk a
sajdtvektorok kézil).

A2 = —4-hez tartozd sajdtalteret az eldz6héz hasonldan szdmolhatjuk ki: Ker(A — (—4)E) =?
5 2 110 2 110
(A+4E)v=0 = 6 3 0|0 ~ L~ 0 610
-1 -2 3|0 0 0 0|0

A harmadik oszlopban nincs vezérelem = wv3=s¢€ R.
Az egyenletek dtrendezve:

V3 =S
vy = 2u3 = 25
2 1 2

e —3(21)3) —pUs= U3 =8
Innen a Ay = —4-hez tartozo sajdtaltér:
—s —1 —1
Ker(A+4F) = 2s seRp = 2 |-s|seRp=span 2
S 1 1
A Xy = —4-hez tartozd sajdtvektorok a fenti sajdtaltér vektorai, kivéve a nullvektort (amit definicid

szerint kizdartunk a sajdtvektorok kozil).

A A3 = 3-hoz tartozd sajdtalteret is kiszamoljuk:

-2 2 110 2 11]0
(A-3F)w=0 = 6 —4 0|0 ~ L.~ 0 310
-1 -2 —410 0 0 0|0
A harmadik oszlopban nincs vezérelem = wz =1 € R.
Az egyenletek dtrendezve:
w3 =T
3 3
Wy = —=wg = —=T
2T 2T
2 1 2 ( 3 ) 1
W) = ——wy — —wz = ———(——w3) — —w3 = —wg = —r
1 W2 T TyWs —olToWs o Ws 3
Innen a A3 = 3-hoz tartozo sajdtaltér:
—r -1 -1
Ker(A—-3E) = —3r reR; = —3).r|reRy=spanyq [ -2
r 1 1

A A3 = 3-hoz tartozd sajdtvektorok a fenti sajdtaltér vektorai, kivéve a nullvektort (ami nem lehet
sajdtvektor).

Mindhdrom sajataltérnél megfigyelhets, hogy egy-eqy vektor fesziti ki. fgy mindegyik sajdtaltér egy-egy
egyenes lesz, amely az origon megy dt, és irdnyvektora az Ot kifeszité vektor.
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