LinAlgDM II. 4-5. gyakorlat: linedris leképezés matrixa; magtér-képteér,
sajatérték-sajatvektor kiszamitasa
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1 Gyorstalpalé tippek

A tippek onmagukban nem elegendd definiciok/tételek, a megértést és emlékezést segitik, és a feladatmegolddshoz
mutatnak utat!

1. Hint. Leképezés matrixdanak megadasa

A leképezés matrixa a bazisvektorok képét tartalmazza a megfeleld sorrendben. (A kiinduldsi tér bézisvektorainak képeit
oszlopvektorként egymés mellé pakoljuk.)

2. Hint. Képtér kiszamitdsa

A leképezés matrixdnak oszlopvektorai dltal generalt alteret kell megadni. = Gauss-Jordan elimindcié utdn azon eredeti
oszlopvektorok feszitik ki a képteret, melyekben van vezéregyes. (Mert ezek lesznek a fliggetlen oszlopvektorok.) jelolése:
Im(A).

3. Hint. Magtér kiszamitasa

Zérushely. Az Az = 0 homogén egyenletrendszert kell megoldani. Jel6lése: Ker(A)

4. Hint. Sajatérték kiszamitasa

Karakterisztikus polinom gyokei. det(A — AE) =0

5. Hint. Sajataltér kiszamitasa

(A — \;E)z = 0 homogén egyenletrendszer megoldéasa. (Ker(A — \E))

2 Elméleti osszefoglalo

( N\
Definition 6. Leképezés matrixa

Legyenek V és W vektorterek, dim(V) = n, dim(W) =k, és legyen [b] = {by,b,,...b,} a V egy bazisa. Az L:V — W
linearis leképezés matrixa:

Ao = [L(b)ia| E)ig] - [L0,)1q]

A leképezés métrixa a [b] bazis vektorainak képvektorait tartalmazza a képtér egy [c] bézisdra vonatkozdé koordindtakban
felirva.

Megjegyzés 1. Az L(b,) oszlopvektor koordinatait a k elemi [c] bazisban irjuk fel, igy ez egy k elembdl allé vektor,
aminek kévetkeztéb«;n A sorainak szdma k. Tudjuk azt is, hogy a [b] bdzis n db bézisvektorbdl 4ll, vagyis n db oszlopvektor
szerepel az A-ban. Igy a leképezés matrixa (k X n)-es.

Megjegyzés 2. A leképezés matrixdanak alsé indexében el6szor a kiindulési térbeli, majd a képtérbeli bazist tiintetjiik
fel. A leképezés méatrixa nem csak attdl fiigg, hogy mit csindl az adott leképezés, hanem ettdl a két bazistdl is - hiszen mas
bézisban mésok a koordindtdk is. Nagyon fontos az is, hogy a kiindulési tér bazsivektorainak sorrendje rogzitett legyen!

Megjegyzés 3. Linedris transzformdcid matrixa esetén, ha a kiinduldsi és a képtérben ugyanazt a [b] bazist hasznéljuk,
ezt az alsé indexben elég egyszer feltlintetniink:
Arp)




Megjegyzés 4. Ha linearis leképezés matrixanak felirdsakor a kiindulasi és a képtérben is a kanonikus bazist hasznaljuk,

ezt az alsé indexben nem kell feltiintetniink!
| J
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Theorem 7. Hozzarendelési szabdly és a leképezés matrixa

Ha A € R¥*™ az L : V — W linedris leképezés métrixa, z € V, y € W és y = L(x), akkor a leképezés hozzarendelési
szabdlya felirhaté a leképezés matrixanak és a valtozévektornak a szorzataval:

y=A-x
| J
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Definition 8. Képtér
Legyenek V és W vektorterek, L : V' — W linedris leképezés. Azon W-beli vektorok Osszességét, amelyek valamely V-beli
vektor (L melletti) képei, az L leképezés képterének nevezziik. Jelolése: Im(L). Vagyis:
Im(L)={yeW|3zeV,y=L(z)}.
Megjegyzés 5. A definiciébdl adédbéan az L leképezés képtere pontosan az L leképezés értékkészlete.
Megjegyzés 6. Im(L) egy W-beli altér.
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f Theorem 9. Képtér kiszamitasa )
Ha A az L : V — W lineéris leképezés (adott bazisparra vonatkozd) métrixa, akkor a leképezés képtere (Im(A)) mege-

gyezik az A oszlopvektorai ltal generdlt altérrel:
Im(A) =<a,,...a, >=span{a,,...a,}
ahol A = [ay]...|a,]
Megjegyzés 7. Kiszamitdsa: Gauss elmininaciét alkalmazunk, ugyanis nem feltétlentil szitkséges az A dsszes oszlopvek-
torat felhasznédlni a generdtumban, hanem elég csak a linedrisan fiiggetleneket. Az eredeti métrix azon oszlopai, amelyekben
a Gauss elimindcié utdn van vezérelem, linedrisan fiiggetlenek lesznek, és ezek kifeszitik (generaljak) Im(A)-t.
A kiszdmitdsndl alkalmazhatunk Gauss-Jordan elimindcidt is: ekkor a wvezéregyeseket tartalmazé oszlopok eredetijét kell
figyelembe venni.
J
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Definition 10. Magtér
Legyenek V és W vektorterek, L : V' — W lineéris leképezés. Azon V-beli vektorok osszességét, amelyek (L melletti)
képe a W vektortér nullvektora, az L leképezés magterének nevezziik. Jelolése: Ker(L). Vagyis:
Ker(L) = {z € V|L(z) =0y }.
Megjegyzés 8. Ker(L) egy V-beli altér, amely az L zérushelyeit tartalmazza.
| J
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Definition 11. Matrix magtere
Az A € RF*™ m4trix magtere az A - £ = 0 homogén linedris egyenletrendszer megolddshalmaza. Jelolése: K er(A)
Megjegyzés 9. A fenti megoldashalmaz alteret alkot R"-ben.
| J
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Theorem 12. A két magtérfogalom kapcsolata
Legyen A az L linedris leképezés matrixa. Ekkor az A matrix magtere és az L leképezés magtere megegyezik: mivel a
hozzéarendelési szabaly L(z) = Az, ezért az L(z) = 0 és az Az = 0 ugyanazt az egyenletrendszert definidljdk.
\ J/
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Theorem 13. Dimenzi6tétel

Legyenek V' és W vektorterek, L : V. — W (homogén) linedris leképezés. Ekkor
dim(ker(L)) + dim(im(L)) = dim(V)

Megjegyzés 10. Ismétlés: Adott vektortér dimenzidja a vektortér valamely bazisdnak az elemszama. (Adott vektortérben
minden bézis ugyanannyi vektorbdl &ll).

Megjegyzés 11. dim(V) a kiinduldsi tér dimenziéja, dim(im(L)) mutatja meg, hogy a leképezés ebbdl hany dimenziét




“tart meg” (vagyis mennyit sikeriil ”&tvinni” a képtérbe), mig dim(ker(L)) a leképezés sordn ”elvesztett” dimenzidk
szama.

Megjegyzés 12. Ha dim (V') = dim(im(L)) (vagy mésképpen: dim(ker(L)) = 0), akkor a linearis leképezés kolcsonosen
egyértelmii (azaz minden képtérbeli vektorhoz pontosan egy kiinduldsi térbeli vektor tartozik).

Definition 14. Sajatértékek kiszamitasa

A sajdtértékek-sajatvektorok az aldbbi egyenletrendszert teljesitik:
Lv)=A-v=2, v#0

Ezt alakitjuk:

majd egy oldalra rendezziik:
(A—XE)-v=0. 1)

Ez egy homogén linedris egyenletrendszer a v € R™ valtozévektorral, amelynek a nemtriviélis (v # 0) megoldésait keressiik.
Tudjuk, hogy ennek az egyenletrendszernek pontosan akkor van v = 0-tél kiillénb6z6 megoldasa, ha

det(A—\E) =0 .

Ez a v-t6l figgetlen, csak A-t6l fliggd skaldr egyenlet az tn. karakterisztikus egyenlet. melynek bal oldaldn a karak-
terisztikus polinom §ll, ami n-edfoki polinomja a A-nak. Az egyenlet megolddsdval megkaphatjuk a karakterisztikus
polinom n db gyokét, vagyis az A sajatértékeit: Ai,..., Ap,.

Definition 15. Adott sajatértékhez tartozé sajitvektorok és sajataltér kiszamitdsa

Adott \; sajatértékhez tartozé sajatvektorok halmazdt meghatdrozhatjuk igy, hogy az (1) egyenletbe visszahelyettesitjiik
a A = \; sajatértéket. Ez a homogén linedris egyenletrendszer mar csak v-tél fiigg, megolddsa pedig megadja a \;
sajatértékhez tartozé sajatvektorokat. (Arra figyeljiink, hogy definicié szerint a sajatvektor nem lehet nullvektor!)

Megjegyzés 13. A \;-hez tartozé sajatvektorok - a nullvektorral kiegésziilve - alteret alkotnak V-ben. Ezt nevezziik a
Ai-hez tartoz6 sajataltérnek.

Megjegyzés 14. A )\;-hez tartozé sajitaltér tulajdonképpen az (A — \; E) métrix magtere: Ker(A — \E).

Megjegyzés 15. Mivel kiilonbozd sajitértékekhez kiilonboz6 sajdtvektorok tartoznak, az (1) egyenletet minden A;, i =
1,...,n esetén kiilon-kiilon meg kell oldani.

3 Feladatok

Feladat 1. Vetitsiik a tér vektorait a k vektorral parhuzamosan az i, j bazisvektorok sikjara (= xy-sikra térténd
meréleges vetités).

(a) Tekintsiik a képvektorokat térbelinek, ekkor ez a linedris leképezés R® — R3 tipusi linedris transzformécio.
Adjuk meg a transzforméacié matrixat!

(b) Most értelmezziik a feladatot gy, hogy a térbédl a sikba ”vissziik” a vektorokat - ekkor a linedris leképezés
R3 — R? tipust, vagyis ez méar nem transzformécié. Adjuk meg a leképezés méatrixat!

(c¢) Oldjuk meg a (b) feladatot gy is, hogy a képtérben a [b] = {b;,by} bdzist hasznaljuk, ahol by = (1),
0
()

Feladat 2. Forgassuk el a sik vektorait pozitiv irdnyban, rogzitett ¢ szoggel! frjuk fel a transzformécié matrixat
a kanonikus bézisban!

Feladat 3. Forgassunk el térbeli vektorokat a z tengely koriil rogzitett ¢ szoggel! Mi lesz a linedris transzformécié
matrixa a kanonikus bazisban?



Feladat 4. Legyen az L sikbéli transzformécié a sik vektorainak az y = x egye-
nesre valé tengelyes tiikrozése. Adjuk meg a linedris transzformécié métrixat a
kanonikus bazisban! Adjuk meg a hozzdrendelési szabalyt is!

Feladat 5. Tekintsiik a legfeljebb harmadfokd polinomokon értelmezett ”derivalas” leképezést! Ertelmezziik ezt
most linearis transzformdcioként, azaz képezzen a legfeljebb harmadfoku polinomok terébdl a legfeljebb harmadfoku
polinomok terébe:

dp

D:P;— P;, D(p)=p, aholp/(x)= T
T

Adjuk meg P3 egy bézisit, majd a transzformécié matrixat ebben a bézisban dgy, hogy a kiindulédsi térben és
a képtérben is ugyanazt a bazist hasznéljuk! Adjuk meg a q(x) = 523 + 622 — 4x + 9 polinom derivaltjat a
hozzarendelési szabaly alkalmazasaval!

Feladat 6. Adjuk meg annak az R? — R? tipust transzformiciénak a magterét és képterét, melynek métrixa

A= B 3 } | Tllusztraljuk a dimenziétételt! Igaz-e, hogy kolcsondsen egyértelmii a transzformacié?

Feladat 7. Tekintsiik a kovetkezo linearis transzformaciot:

1 -1 0 22

. o4 4 A 10 1 =2 5
L:R*—>R* L(z)=A-z, ahol A= s 9 5 _65
-2 6 4 0

Adjuk meg az L magterét, képterét! Illusztraljuk a dimenzid tételt! Igaz-e hogy kolcsénidsen egyértelmi a transz-
formacio?

Feladat 8. Szamitsuk ki az alabbi matrix sajatértékeit, és az egyes sajatértékekhez tartozé sajatvektorokat és
sajatalteret! Ellenérizziik, hogy valoban j6 sajatértékeket-sajatvektorokat kaptunk!

=5 3

Feladat 9. Szamitsuk ki az alabbi matrix sajatértékeit, és az egyes sajatértékekhez tartozé sajatvektorokat és
sajatalteret! Adjuk meg a matrix magterét is!

A=|(6 -1 0
-1 -2 -1
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