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1 Elméleti osszefoglald

P
Definition 1. Skaléris szorzat

Legyen V egy R feletti vektortér. Az < -,- >: V x V — R kétvaltozos fliggvényt skalaris szorzatnak nevezzik, ha
1. Vz € V esetén < z,z >> 0; tovdbbd < z,z >= 0 pontosan akkor, ha x = 0 (pozitiv definit);
2. Vz,y € V esetén < z,y >=< y,z > (szimmetrikus);
3. Va,y € V és A € Resetén < Az,y >= A < z,y > (homogén);
4. Vr,y,z € Vesetén < z +y,z >=<z,2 >+ < y,z > (linedris).
A skaldris szorzattal elldtott tereket skaldris szorzatos tereknek, méas néven Euklidészi tereknek nevezziik.

Megjegyzés 1. A fenti 3. és 4. kritériumot (homogenitds és linearitds) a skaldris szorzat elsd véltozéjdra irtuk fel, de

ugyanigy teljesiil a mdsodik véltozdra is. Ennek oka a skaldris szorzat 2. tulajdonsdga (szimmetria).
\

f Definition 2. Norma

Legyen V egy R feletti vektortér. Az ||-|| : V — R fiiggvényt norméanak nevezziik, ha
1. Vz € V esetén ||z|| > 0; tovdbba ||z|| = 0 pontosan akkor, ha z = 0 (pozitiv definit);
2. Vz € V és c € Resetén |[c-z|| = || ||z]| (skdlazhatd);
3. Vx,y € V esetén Hg—l—g” < |lz|l + HQH (hdromszog-egyenlStlenség).

Megjegyzés 2. A norma az abszoldt érték fiiggvénynek (nulldtdl valé tavolsag, vektor hossza) az dltaldnositdsa.
|

p
Definition 3. Skaldris szorzatbdl szarmaztatott norma

Legyen V egy euklidészi tér (skaldris szorzatos tér) a < -,- > skaldris szorzattal. A skaldris szorzatbdl szarmaztatott
norma: .
[ :V =R, lzf| = (< z,2 >)2

Megjegyzés 3. Az R%-en illetve R3-ban eddig hasznélt ”szokdsos” skaldris szorzattal pont igy szdmoltuk ki a sikbéli és
a térbeli vektorok hosszat.
\
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Definition 4. p-norma

Legyen V egy n dimenzids valés vektortér. Az aldbbi normét:
n 1
5V >R, Jall, = (3 lael?)*
k=1

p-norménak nevezziik, ahol p € Z7.

Megjegyzés 4. Nevezetes p-normék az 1-es norma, a 2-es norma €és a co-norma:

n n 1
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Theorem 5. Szimmetrikus matrix tulajdonsagai

Legyen az A € R™*"™ métrix szimmetrikus, azaz A = AT. Ekkor az A métrix
o sajatértékei valosak;

e kiilonbozo sajatértékekhez tartozé sajatvektorai merélegesek;

e diagonalizdlhat6 (vagyis létezik a sajdtvektoraibdl 4116 bézis).

2 Feladatok

2.1 Skalaris szorzat
Feladat 1. Legyen V = R%, és

4
<> VxV =R, <x,y>:2xk~yk
k=1

a "szokasos” skaldris szorzat, amelyet ezittal egy négydimenzids térben értelmeztiink.

(a) Adjuk meg az aldbbi vektorok altal bezért szoget:

2 4
11 10
ﬂ - 5 I y - 72
-3 1
(b) Legyen
1
w2
-2

Adjuk meg a p € R értékét gy, hogy u és w merélegesek legyenek!

Feladat 2. A V = R* térben adott a kivetkezd fiiggvény:
4
s:VxV =R, s(x,y):Zk~xk~yk
k=1

(a) Mutassuk meg, hogy s skaldris szorzatot definidl V-n!

(b) Tekintsiik az el6z8 feladat u és v vektorait:

2 4
|1 | o
Q - 5 I y - _2
-3 1
Adjuk meg az dltaluk bezart szoget!
(c¢) Tekintsiik az el6z8 feladatban szereplé w vektort:
1
w=|?
-2

Adjuk meg p € R értékét gy, hogy u és w merdlegesek legyenek!

(d) Milyen tanulsdgot vonhatunk le az eléz6ekb6l?



(e) Felirhat6-e az s skalaris szorzat az aldbbi métrix-vektor szorzat formajaban?
s(z,y) :gT-A-g: (ml To T3 x4) “A-

Ha igen, adjuk meg A-t!
Feladat 3. Legyen V = C|0, 1], vagyis a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonos, valés értéki fiiggvények tere.

(a) Mutassuk meg, hogy az aldbbi integral létezik, és skaldris szorzatot definidl-e a V' vektortéren!
1
<fg>= [ 1@ gz
0

(b) Legyenek f,g:[0,1] = R, f(z) = z, g(x) = 6z — 4. Igaz-e, hogy az f és g "vektorok” merélegesek egymdsra?
(¢) Adjuk meg az f és g "vektorok” norméjdt (hosszit) a szdrmaztatott norma segitségével!

1

Feladat 4. Legyen v = € R*. Adjuk meg a v vektor 1-es, 2-es és co—normajat!

—4
3
-2

2.2 Szimmetrikus matrixok

1 4
i1
teljestilnek A-ra a szimmetrikus matrixok tulajdonsagai, vagyis a sajatértékei valosak, a kiilonboz6 sajatértékekhez
tartozo sajatvektorai merdlegesek, valamint A diagonalizalhaté matrix!

Feladat 5. Legyen A = Adjuk meg a sajatértékeit, sajatvektorait, sajataltereit! Ellendrizziik, hogy

Feladat 6. Adott egy skaldris szorzat R*-ben:
<z,y >= —2r1y3 — 2x3Y1 — 222y2 + 3T3y3 + 4T4Ys
Ez a skaldris szorzat felirhaté métrix-vektor szorzat alakban:

Y1

<g,y>:gT-A~y:(x1 To T3 x4)~A- 32 , AcR¥4
= = 3

Ya
(a) Adjuk meg az A métrixot!
(b) Adjuk meg az A sajitértékeit és sajatvektorait!

(c) Mutassuk meg, hogy teljesiilnek A sajatértékeire és sajatvektoraira a szimmetrikus métrixokra vonatkoz
tulajdonsagok!

2.3 Komplex sajatérték-sajatvektor szamitas

Feladat 7. Tekintsiik a sikbéli vektorok pozitiv irdnyd ¢ = 45°-os elforgatasdt, mint linedris transzforméciot! Mik
lesznek ennek a transzformaciénak a sajatértékei, sajatvektorai, sajatalterei?

4 1-—3¢

Feladat 8. Adjuk meg az A = [1 npy 7

] matrix sajatértékeit, sajatvektorait!
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