LinAlgDM II. 31-33. gyakorlat: Skalaris szorzatos terek, szimmetrikus
matrixok tulajdonsagai, komplex sajatérték-sajatvektor szamitas

2023. majus 25-26.

1 Elméleti osszefoglald

P
Definition 1. Skaléris szorzat

Legyen V egy R feletti vektortér. Az < -,- >: V x V — R kétvaltozos fliggvényt skalaris szorzatnak nevezzik, ha
1. Vz € V esetén < z,z >> 0; tovdbbd < z,z >= 0 pontosan akkor, ha x = 0 (pozitiv definit);
2. Vz,y € V esetén < z,y >=< y,z > (szimmetrikus);
3. Va,y € V és A € Resetén < Az,y >= A < z,y > (homogén);
4. Vr,y,z € Vesetén < z +y,z >=<z,2 >+ < y,z > (linedris).
A skaldris szorzattal elldtott tereket skaldris szorzatos tereknek, méas néven Euklidészi tereknek nevezziik.

Megjegyzés 1. A fenti 3. és 4. kritériumot (homogenitds és linearitds) a skaldris szorzat elsd véltozéjdra irtuk fel, de

ugyanigy teljesiil a mdsodik véltozdra is. Ennek oka a skaldris szorzat 2. tulajdonsdga (szimmetria).
\

f Definition 2. Norma

Legyen V egy R feletti vektortér. Az ||-|| : V — R fiiggvényt norméanak nevezziik, ha
1. Vz € V esetén ||z|| > 0; tovdbba ||z|| = 0 pontosan akkor, ha z = 0 (pozitiv definit);
2. Vz € V és c € Resetén |[c-z|| = || ||z]| (skdlazhatd);
3. Vx,y € V esetén Hg—l—g” < |lz|l + HQH (hdromszog-egyenlStlenség).

Megjegyzés 2. A norma az abszoldt érték fiiggvénynek (nulldtdl valé tavolsag, vektor hossza) az dltaldnositdsa.
|

p
Definition 3. Skaldris szorzatbdl szarmaztatott norma

Legyen V egy euklidészi tér (skaldris szorzatos tér) a < -,- > skaldris szorzattal. A skaldris szorzatbdl szarmaztatott
norma: .
[ :V =R, lzf| = (< z,2 >)2

Megjegyzés 3. Az R%-en illetve R3-ban eddig hasznélt ”szokdsos” skaldris szorzattal pont igy szdmoltuk ki a sikbéli és
a térbeli vektorok hosszat.
\

p
Definition 4. p-norma

Legyen V egy n dimenzids valés vektortér. Az aldbbi normét:
n 1
5V >R, Jall, = (3 lael?)*
k=1

p-norménak nevezziik, ahol p € Z7.

Megjegyzés 4. Nevezetes p-normék az 1-es norma, a 2-es norma €és a co-norma:

n n 1
2 n
oty =Y boel s Nzl = (D lanl?)® Nzl = mibx o
k=1 k=1 B




Theorem 5. Szimmetrikus matrix tulajdonsagai

Legyen az A € R™*"™ métrix szimmetrikus, azaz A = AT. Ekkor az A métrix
o sajatértékei valosak;

e kiilonbozo sajatértékekhez tartozé sajatvektorai merélegesek;

e diagonalizdlhat6 (vagyis létezik a sajdtvektoraibdl 4116 bézis).

2 Feladatok

2.1 Skalaris szorzat
Feladat 1. Legyen V = R*, és

4
<>V xV 5 R, <x,y>:2xk-yk
k=1
a ”szokdasos” skalaris szorzat, amelyet ezuttal egy négydimenzids térben értelmeztiink.

(a) Adjuk meg az aldbbi vektorok altal bezért szoget:

2 4
1 o
ﬂ 5 I y_ 72
-3 1
Megoldas.
2-441-04+5-(— -3)-1
cos(¢) = i + (=2) + (=3) —0.1747 = ¢ =100, 06°
VA2 1 (32 V210 + (22 +12 V39 \F
(b) Legyen
1
we| 2
-2

Adjuk meg a p € R értékét gy, hogy u és w merélegesek legyenek!
Megoldas.
2:1+1-p+5-24(-3)-(-2)=0 = 18+p=0 = p=—18
Feladat 2. A V = R* térben adott a kivetkezd fiiggvény:

s: VXV =R, s(z,y) Zk Tk - Yk

(a) Mutassuk meg, hogy s skaldris szorzatot definidl V-n!

Megoldas.

1. s(z,z) = 22 + 222 + 323 + 423 > 0, mert csupa pozitiv egyiitthatji négyzetes tag dsszege. Ahhoz
pedig, hogy s értéke 0 legyen, minden négyzetes tagnak 0-nak kell lennie, ami pontosan akkor teljesiil,
haxp,=0, k=1,...,4. Igy s(z,2) =0 < z=0.

4 4

2. ( ) Zkzlk'yk'xk:Ekzlk'xk'yk:5(£7g)

4

3. s(A-z,y) = Zilk-/\'xk-yk:A-Zk:Ikwk-yk =A-s(z,y)

4. s(z+y,z) :Zizlk-(ajk+yk)~zk :Zizlk'xk'zk+k~yk-zk:22:1k~zkozk+2121k~yk'zk =



=s(z,z) + s(y, 2)

A sziikséges tulajdonsdgok teljesiilnek, ezért s skaldris szorzat V = R*-ben.

(b) Tekintsiik az el6z6 feladat u és v vektorait:

2 4
|1 10
u=| | v=1|_,
-3 1
Adjuk meg az altaluk bezart szoget!
Megoldas.
1-2-44+2-1-043-5-(—2)+4-(—3)-1 —-34

cos(¢) il - 2 +4 (3) = = —0.5557

T /1212 1243 5214 (321 212 02+3 (22 +4 12 117-/32

Innen ¢ = 123, 76°.

(¢) Tekintsiik az el6z8 feladatban szereplé w vektort:

Adjuk meg p € R értékét uigy, hogy u és w merdlegesek legyenek!
Megoldas.
1-2-142-1-p+3-5-244-(=3)-(-2)=0 = 56+2p =0 = p=—28
(d) Milyen tanulsdgot vonhatunk le az eléz6ekb6l?

Megoldéas. Két vektor merdlegessége, valamint az altaluk bezdrt szog is fiigg attol, hogy milyen a skaldris
szorzat.

(e) Felirhat6-e az s skaldris szorzat az aldbbi métrix-vektor szorzat formdjaban?
s(z,y) :gT~A~g: (:cl Ty T3 x4) “A-

Ha igen, adjuk meg A-t!

Megoldas. Legyen

o O O
O O N O
S W o o
=~ O O O



ekkor

1 0 0 O Y1 Y1
02 00 2

27 A-y= (ml To I3 x4) 1o 0 3 o zz = (wl Ty T3 x4) . 352 =
0 0 0 4 Ya 4y,

4

= x1y1 + 222y2 + 3x3y3 + dxsys = Z k- -y = s(z,y)
k=1

Feladat 3. Legyen V = C[0, 1], vagyis a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonos, valés értéki fliiggvények tere.

(a) Mutassuk meg, hogy az alabbi integral létezik, és skalaris szorzatot definidl-e a V' vektortéren!

4.

< fg>= / f(z) - g(x)dz

Megoldas. Ha f,g € C[0,1] akkor f - g € C[0,1], vagyis létezik fol (z) - g(z)dz =< f,g >.

< fof >= fo ))2dx > 0, mert f? sehol nem vehet fel negativ értéket. Igy a [0 1] ntervallumon

a gorbe alatti (eloyeles) tertlet is eqy nemnegativ szam lesz. Ez a terilet akkor és csak akkor lehet
nulla, ha az azonosan nulla figguényt - ami a C0,1] vektortér nullvektora - integrdljuk: < f, f >=
0 & f :0[(17(,]

<g,.f>= [y glx -f (x)dz = [ f(z) - g(z)dz =< f, g >

< fHg.h>= [} (f@)+g(@) h(z)de = [} f(z) hx)+g(z)-h(z)dz = [} f(z) h(z)de+ [ g(z)
h(x)dz <f,h>+<g,h>

< \f,g>= fol Af(z) - g(x)dr = )\fol f@)-glx)dz =< f,g>

Vagyis a fenti integrdl valoban skaldris szorzat a V' wvektortéren.

(b) Legyenek f,g : [0,1] — R, f(z) = =z, g(z) = 6z — 4. Igaze, hogy az f és g ”vektorok” merd6legesek
egymaésra?

Megoldas. Adjuk meg f és g skaldris szorzatdat, és ellendrizzik, hogy nulla-e:

1 1 3 2 _ —
6 4 x=1 r=1
< f,g>= /f dx—/x((i:c—4)dx=/6x2—4xd:c:[i—i} :{2x3—2x2} =
0 0 3 2 =0 =0
=(2-1"-2.1°) - (2:0°-2-0°)=2-2-(0-0)=0
Mivel a skaldris szorzatuk nulla, f és g merdlegesek egymdsra.
¢ juk meg az f és g "vektorok” normajat (hosszat) a szarmaztatott norma segitségével!
Adjuk meg az f és g "vektorok” G4t (I . [ aftségévell
Megoldas.
! 3qe=1 1 1
x
=< f,f>= x2dm:\/[] :\/—0:
11 =V<TF>=y/ [ =V
1 1 x=1
lgll =v<g,9>= / (6x — 4)(6x — 4)dx = / 3622 — 48z + 16dx = \/[12373 — 2422 + 16x =
0 0 z=

Feladat 4. Legyen v =

=/12-24+16 - (0—0+0) =

1

—4 . . iy
3 | € R*. Adjuk meg a v vektor l-es, 2-es és co—norméajat!
-2



Megoldas.

4
lolly = lokl = [1]+ 4] + 3] + |2 =1+ 4+3+2 =10
k=1
4 1
loll, = (D) = VIZ+ (42 +32+ (-2 = VI+ 16+ 9 + 4 = V30
k=1
4
Joll = it o] = masx{[1], |4}, 31, |2} = 4

2.2 Szimmetrikus matrixok

Feladat 5. Legyen A = [1 4 Adjuk meg a sajdtértékeit, sajatvektorait, sajataltereit! Ellenérizziik, hogy

4 7|
teljesiilnek A-ra a szimmetrikus métrixok tulajdonsagai, vagyis a sajatértékei valdsak, a kiilonboz6 sajatértékekhez
tartozé sajatvektorai merélegesek, valamint A diagonalizdlhaté matrix!

Megoldas. Szdmoljuk ki a sajatértékeket eldszor:

1-A 4 )
det([ 4 7)\}):(1—)\)(7—)\)—4.4:)\2_8)\_9:0 = A =-1¢ésX=9

Ezutdn szamoljuk ki az egyes sajatértékekhez tartozo sajatvektorokat:

[ ] )\1 = —1:
1-— (—1) 4 v\ 2 4 v\ 0 - 201 +4v, =0 - v = —209 = —2p
4 77(71) (%) T4 8 () - 0 4U1+87)2:0 UQZPGR\{O}
Innen a A\ = —1-hez tartozo sajditvektorok:
-2
v=(7) v reri(0)
A A1 = —1-hez tartozo sajdataltér:
—2 ‘p|peR} =span{ —2 }
1 1
[ ] )\2 =9:

1-9 4 wr) |8 4 w1 N —8wy + 4wy =0 N wo = 2wy = 2q
4 7—9 \wy) | 4 2| \wy 4wy —2ws =0 wy = q € R\ {0}
Tehdat a A = 2-hoz tartozo sajdtvektorok:

w=(3) 0. aeR\(©0)

{@ » qeR} :span{@}

Ldthatd, hogy A mindkét sajatértéke valos. Szamoljuk ki a kiilonbozd sajatértékhez tartozo sajdtvektorok skaldris
szorzatat:

A A\ = 2-hoz tartozo sajdataltér:

—2 1
<yw>=< < 1>’p,(2>’q>2pq+2pq0



Mivel ez nulla, az A kilonbozd sajdatértékekhez tartozé sajatvektorai merdlegesek.

Mindkét sajatértékre igaz, hogy egyszeres gyoke a karakterisztikus polinomnak, azaz az algebrai munliplicitdsa:
AM = 1. Mindkét sajdatértékre teljestil az is, hogy a hozzd tartozo sajdtalterek egydimenzidsak, vagyis a geometriai
multiplicitasa: GM = 1. Ez pedig azt jelenti, hogy A1-re és Aa-re is igaz, hogy AM = GM, igy A diagonalizdlhatd.

Feladat 6. Adott egy skaldris szorzat R*-ben:
<z,y >= —2r1Yy3 — 2x3Y1 — 222y2 + 3T3y3 + 4T4Ys

Ez a skaldris szorzat felirhaté métrix-vektor szorzat alakban:

Y1

<§,y>:gT-A~y:(x1 To T3 x4>~A~ zz , Ae R4
= = 3

Ya

(a) Adjuk meg az A métrixot!

Megoldas. Az A mdtriz i-edik sordban és j-edik oszlopdban szerepld elem, wagyis a;j pont az z;z;

egytitthatdja lesz. fgy a3 = —2, az1 = —2, ass = —2, azz3 = 3 s agy = 4, az A tébbi eleme 0:
0 0 -2 0
0 -2 0 0
-2 0 3 0
0 0 0 4

(b) Adjuk meg az A sajatértékeit és sajatvektorait!

Megoldas. FEldszor kiszdmoljuk a sajatértékeket:

-2 0 -2 0

0 —-2-2A 0 0

-2 0 3—A 0

0 0 0 4—-)
2

SR A BRI ERV SRR

=A+2)A+1)(A=4)>=0

S
):(4—)\)-det( 0 —2-Xx 0 ):

det( —2 0 3—-A

A karakterisztikus polinom gyokei tehdt: x1 = =2, xo = —1, x34 = 4. Keressik meg a \y = —2-hoz
tartozo sajatvektorokat:

—(-2) 0 -2 0 Uy 2 0 -2 0| fw 0
0 -2 —(-2) 0 0 ug| [0 0 0 0| Juz| |0
-2 0 3—(-2) 0 us |  [-2 0 5 0| lus|] |0
0 0 0 4—(=2)| \uyg 0 0 0 6| \ug 0
Ezt az egyenletrendszert megoldhatjuk pl. Gauss-Jordan elimindcidval:
2.0 -2 010 1 00 0]/0 up =0
0 0 0 0]0
~ ~ 001 0|0 = ug =0
—2 05 010 000 1[0 =0
0 0 0 6|0 ta

Hdrom vdltozonk értéke adott, a negyedik - az ugy - értéke szabadon meguvdlaszthato:

U1:0
ngt
U =0 t e R\ {0}.
U4:0



Innen a Ay = —2-hoz tartozo sajdtvektorok:

0
1
u=|,|t. teR\{o}.
0
A tobbi sajdtértékhez tartozo sajdtvektorokat is hasonld mddon kiszamolhatjuk. A Ao = —1-hez tartozo
sajatvektorok:
2
0
v=1,1"%> s € R\ {0}.
0
A X34 = 4-hez tartozo sajatvektorok:
1 0
_ 10 0 p 2 0
w=| 5| pt|y| 2, ahol (q> €R \{<0>}~
0 1

(¢) Mutassuk meg, hogy teljesiilnek A sajdtértékeire és sajatvektoraira a szimmetrikus métrixokra vonatkozo
tulajdonsagok!

Megoldas.

o Ldthatjuk, hogy mindegyik sajdtérték valds szam;
e Ha a kiilonbozd sajatértékhez tartozo sajatvektorokat a ”szokdsos” skaldris szorzatot haszndlva 6sszeszorozzuk,

nulldt kapunk eredményriil:
wv=0 v-w=0 v-w=0

o AN = -2 ¢és al = —1 sajdtértékek esetén AM = GM =1, mig a A3 4 = 4 sajatértéknél AM =
GM = 2. Mivel az dsszes sajatértékre igaz, hogy AM = GM, ezért létezik sajdtvektorokbol dllé bazis
R*-ben, igy A diagonalizdlhato.

2.3 Komplex sajatérték-sajatvektor szamitas

Feladat 7. Tekintsiik a sikbéli vektorok pozitiv iranyd ¢ = 45°-os elforgatasit, mint linedris transzforméaciét! Mik
lesznek ennek a transzforméacionak a sajatértékei, sajatvektorai, sajatalterei?

Megoldas. Tudjuk azt, hogy nincs olyan sikbéli vektor (a nullvektoron kivil), amit 45°-kal elforgatva énmagdnak
szdmszorosdt kapjuk. Bévitsik ki a problémdt dgy, hogy komplex sajdtértékeket/sajdtvektorokat is megengedink!
A transzformdcio mdtriza:

A= i) - |

wfS S
v m;ﬁ

Szdmoljuk ki a sajdtértékeit:

AR N V2 V2
2 2 _ _y\2 2 _\2 _ _
det([ z ?_J)_(Q N7+ (57 =N = VaA+1=0
Innen a megoldds:
\ V24424 V2EV=2 V2120
12: = =

' 2 2 2
Szamoljuk ki az egyes sajdatértékekhez tartozd sajatvektorokat is:



_ V2+V2i

0)\1
2
VI VI3 NG} Vi B
77(72 ) —? U1 :772 77 (%1} _ 0
NG Vi vaivai|\,, AR 0
3 5 =) 5 Tl

Ha beszorozzuk mindkét egyenletet \/2-vel, a zavard gqyokos-tortes kifejezések eltiinnek, és az egyenletrend-

szerunk a kovetkezd lesz:
-1 —1 v\ 0
1 —1 Vg o 0

ahol vy, vo € C, vagyis a komplex szamok halmazdn keressiik a megolddsokat! Felirjuk az egyenletrendszer
kibdvitett egyitthatomdtrizat, és Gauss elimindcioval megoldjuk:

—i —11]0 @M —-io 1 —
1 -0 - —11]0 0 0

v —1-v2=0 = vy =1 vy

o)~ =ilo)

Innen

Két valtozonk van, de csak eqy valodi dsszefiiggés, ezért az egyik vdltozo értéke tetszdleges lehet:
ve=z v1=4i-z, z€C\{0}

Innen a \-hez tartozo sajdtvektorok:

v—@z 2eC\ {0}

{@ 2 ze(C} :span{G)}
V2 —/2i

i
e )\ = — Az el6z6héz hasonldan szamolva megkaphatjuk a Ao-hoz tartozd sajatvektorokat:

A Ai-hez tartozo sajdtaltér:

u= (12) cw, weC\{0}
valamint a kapcsolodo sajdtalteret is:

{(‘11) wlwe C} - span{(‘li>}

Fontos kilonbség a komplex sajdtérték-sajdtvektor szamitdsndl (a valds esethez képest), hogy a komplex sajdtvektorok
szabad paraméterei (ldsd z és w ebben a feladatban) tetszdleges komplex szamok lehetnek.

4 1-3¢

Feladat 8. Adjuk meg az A = L 43 7

] métrix sajatértékeit, sajatvektorait!

Megoldas. Az eléz6 feladathoz hasonléan szamolva a sajdatértékek és sajatvektorok az alabbiak lesznek:
M =2, v= (1_23”) .z, zeC\ {0}
A=9, u= (1_53Z) cw, weC\{0}

Az utobbi két feladat tanulsdga, hogy valdos mdtrizoknak lehetnek komplex sajdtértékei is, nemc-



sak valosak, ugyanakkor komplex mdtrizok sajdtértékei sem feltétlentil komplex szdmok, hanem
lehetnek valdsak is.
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