LinAlgDM II. 22-24. gyakorlat: Grafok: korok, feszitofak, bejarasok

2023. majus 04-05.

1 Elméleti osszefoglald



2 Feladatok
Feladat 1. Dontse el, hogy az aldbbi allitasok igazak, vagy hamisak. Minden esetben indokoljon!
(a) Van olyan egyszerfi graf, amelynek a fokszamai: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Megoldas. Hamis: a fokszdamok Osszege 45, ami pdratlan. Ezdltal a kézfogdsi tételbe belegondolva,
muszdj, hogy legyen benne legaldbb egy hurokél.

(b) Van olyan egyszerii graf, amelynek a fokszémai: 1, 1, 1, 2, 3, 3 .
I Megoldas. Hamis: indoklds, lisd az elézot.
(¢) Van olyan egyszer(i graf, amelynek a fokszdmai: 1, 1, 2,2, 3, 3 .
I Megoldas. Igaz. Indokldsnak barmely felrajzolt példa jo.
(d) Van olyan egyszerii graf, amelynek a fokszdmai: 2, 3, 3, 4, 6, 6, 6.
Megoldas. Hamis: fokszamok dsszege pdros, tehdt hurokél nincsen benne. Kérdés, hogy van-e benne
tobbszoros €l. Legrosszabb esetben teljes grdafom van az élek szdma igy mazimum (;) = 21. Tehdt a
fokszamok 6sszege maximum 42 lehet. Ennek még nem mond ellent. Hdrom hatos fokszdmi van, ez a

hdrom pont minden mdsik ponttal 0ssze kell, hogy legyen kotve. Ezért minden fokszémnak a minimdlis
értéke 3 kell, hogy legyen. De van eqy kettes fokszama. tehdt ilyen nem lehetséges.

(e) A két graf izomorf:

Megoldas. Hamis: Izomorfia vizsgdlatindl az a kérdés, hogy a létezik-e egy kélcsondsen egyértelmid
megfeleltetés a csiucsok kézott. Tehdt a legelsd lépés: a fokszdmok sorozatdnak dsszehasonlitdsa. A
bal: 233345 Jobb:233455. A kettd nem egyezik meg, tehdt nem is lehetnek izomorfak.
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(f) A két graf izomorf:

Megoldas. Hamis: A fokszdmsor megegyezik: 112233. Tudunk-e olyan egy-egyértelmi megfeleltetést
a pontok kozott, amelyek a szomszédsdgokat is megtartjak? Ilyen megfeleltetést nem taldlunk, mert pl.

a két egyes fokszdmil két kiilonbozé ponthoz tartozik a baloldaliban, mig a jobboldaliban azonos ponttal
szomszédosak.
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Megoldas. Igaz: A fokszamsor megegyezik:112334. Tudunk-e olyan egy-egyértelmi megfeleltetést
a pontok kézdtt, amelyek a szomszédsagokat is megtartjak? Erdemes azokkal a pontokkal kezdeni,
melyeknek a fokszama csak egyszer szerepel. Ilyen a 2 a megfeleltetésem: D < G és ilyen a 4:
B+ J. A B szomszédja két 1-es fokszami és szerencsére a J szomszédja is két eqyes fokszdmai igy a
megfeleltetések lehetnek: A < K AN C < L forditva is lehetséges: A < LN C < K. Egyik sem tori
meg a szomszédsdagot, eddig jo. A két harmas fokszimi csics maradt. Megtartja-e a szomszédsdgot
az: E +— HNF < I megfeleltetés? Igen, ez is megtartja. Tehdt a két grdf izomorf. Szomszédsagi
matriz felirasdaval jol ldathato is, hogy a megfeleltetésiink nem rontja el a szomszédsdgot.

(g) A két gréf izomorf:

K|J|L |G| H|I

A|B|C|D|FE|F
K| A|0 |1 ]|0]|0/]|0]O0
J|B|1 |0 |1 |0 |1 |1
L C|0o|1]0/|01|01]0
G|D|0 |00 |0 |1 |1
H|\E |0 |1 |0 |1 |0 |1
I |F |0 |1 |0|1 |10

2.1 Euler ut és kor

Feladat 2. Van-e Euler it / kor az aldbbi grafokban?
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Megoldas. Egy osszefliggé grdf Euler-grdf, akkor és csak akkor, ha minden csucsdnak foka pdros. Tehdt a tétel
alapjdn, ha létezik pdratlan fokszam, akkor NEM tartalmaz Euler kort. (Euler utat akkor tartalmaz, ha pontosan
kettd pdratlan.).

Bal grdf: Van benne pdratlan fokszdm, tehdt NEM tartalmaz Euler kort.

Kozépsb graf: Van benne pdratlan fokszdm, tehdt NEM tartalmaz Euler kort.

Jobb grdf: Minden fokszdm pdros és a grdaf dsszefiiggd, tehdt BIZTOS, hogy tartalmaz Fuler kort. Ekkor
érdemes megprobdlni megtaldlni. (Keresd meg.)

Feladat 3. Le tudjuk-e rajzolni a kovetkezd dbrakat a ceruza felemelése nélkiil, gy, hogy minden vonal mentén
pontosan egyszer haladjunk végig?




Megoldas. Egy osszefiiggé grdf Euler-grdf, akkor és csak akkor, ha minden csucsdnak foka pdros. Tehdt a tétel
alapjdn, ha létezik pdratlan fokszam, akkor NEM tartalmaz Euler kort. (Euler utat akkor tartalmaz, ha pontosan
kettd pdratlan.).

Ha belegondolunk a kérdés Fuler ttra vonatkozik.

Bal graf: Minden fokszam pdros kivéve két 1-es foki cstucsot, fent és lent €s a grdf dsszefiiggd, tehdt BIZTOS,
hogy tartalmaz Euler utat, de kért nem. Ekkor érdemes megprébalni megtaldlni az Euler utat. (Keresd meg.)

Ko6zépsé graf: Van benne pdratlan fokszdm, tehdt NEM tartalmaz Euler kort. Tobb mint két pdratlan
fokszama van, ezért NEM tartalmaz Euler utat sem.

Jobb grdf: Van benne pdratlan fokszam, tehat NEM tartalmaz FEuler kért. Pontosan két pdratlan fokszama
van, tehdt ez a két pont lesz az Fuler it kezdete és vége.

Feladat 4. Mely 2 < n esetén tartalmaz Euler utat/kort a Kn teljes graf?

Megoldas. n=2 esetén ez az Euler ut és kér maga az az eqy él.

n=43a esetén ez eqy hdromszég, rajta az Fuler kér konnyen megtaldlhato.

n=4 esetén minden fokszdm 3, azaz pdratlan, tehdt NEM létezik benne Euler kor. Euler ut sem.

n=35 esetén minden fokszdm 4, azaz pdros, tehat LEHET, hogy tartalmaz Euler kért. Mivel a fokszdmok

minegegyeznek, amelyik csicsba bementink, abbdl ki is tudunk jonni egyneld ardnyban. Van benne Euler kor. Es
1gy tovdbb. Altaldnosan:

Ha n pdratlan, akkor minden fokszam pdros, tehdt BIZTOS, hogy tartalmaz Euler kort. Ha n pdros, akkor
minden fokszdm pdratlan, tehdat NEM tartalmaz Fuler kért.

Feladat 5. Mely 1 < n, m esetén tartalmaz Euler utat/kort a Kn,m teljes paros graf?

Megoldas. K1,1 ldsd K2.

K1,2 befejezetlen hdromszég, Fuler ut van, de kor nincs.

K2,2 létezik Euler kor.

K3,3 minden fokszdm 3, azaz pdratlan, nem létezik benne Euler kér sem t.

Figyeld meg: Az egyik csoport fokszama a mdsik csoport elemszama és forditva. Tehdt a ketténél nagyobb
elemszdma csoportokndl, ha valamelyik csoport pdratlan, akkor biztos NEM létezik benne Fuler kér, sem ut. Ha
n és m pdros, akkor egyértelmiien van benne Euler kor. (Tehdt 4t is.)

Feladat 6. Legyenek az a, b, ¢ és d szamok egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez6 szorzat:
(b-a)(c—a)(d-a)(c=b)(d-b)(d—c)

oszthatd 12-vel.

Megoldas. 12-vel akkor oszthato egy szdm, ha 4-el és 3-al is oszthato. 4-el a szorzat akkor oszthato, ha legaldbb
két tényezdje paros. Ha két megegyezd paritdsit szdmot vonunk ki eqymdsbol, akkor mindenképpen pdros szamot
kell kapnunk. a,b,c,d - 4db szamunk van. Kétféle paritds létezik, tehdat a skatulya elv szerint biztosan van legaldbb
két megegyezd paritdsi szdmunk pdlddul a maradékok kettével osztva: 0100 ekkor a,c,d pdros. vagy 0101 vagy
0110 vagy 0111. Megfigyelhetd, hogy a legrosszabb eseteket is tekintve legaldbb két azonos paritdsu part ki tudunk
vdlasztani. Azaz van két pdros tényezénk.

3-al oszthatosdgot kell mdr csak meguizsgadlni. FElég, ha az eqyik tényezd oszthaté hdrommal. 3 kilonbozo
maradékot kaphatunk hdrommal osztds esetén. Az a,b,c,d szamokat tekintve legaldbb két szam maradéka meg
kell, hogy egyezzen. Ha megegyezd maradéki szdmokat vonunk ki eqymdsbol, akkor tuti, hogy nulla maradékot
kapunk - tehdt legaldbb eqy tényezd oszthato hdrommal.

Feladat 7. Egy didk 17 ceruzat vesz 4 kiilonb6z6 szinben. Hatarozzuk meg n legnagyobb lehetséges értékét, hogy
biztosan &llithaté legyen, hogy a didk legalabb n darab ugyanolyan szind ceruzat vett!

Feladat 8. Adott 145 pont egy 4 m x 3 m kiterjedésii téglalap belsejében. Lehetséges-e lefedni egyszerre 4 pontot
egy 50 cm x 50 cm kiterjedésii négyzettel?

Feladat 9. Van-e Hamilton tt / kor az aldbbi grafokban?



Megoldas. Bal felsé: 20 csicsa van. Ennek a fele 10 és van 3-as foksziimu csicsa, ami kisebb, mint 10, ezért
a Dirac feltétel nem teljesil. Ez alapjan nem tudom biztosra mondani, hogy létezik-e Hamilton kér. Teljesiil-e
az Ore feltétel? Pl deg(e)+deg(t)=3+3, ami nem nagyobb, mint 20. Tehdt az Ore feltétel sem teljesil. Nem
lehet biztosra megmondani, hogy van-e benne Hamilton kor. Ki tudom-e zarni a Hamilton kéor létezését? Azaz
tudok-e gy torélni k csicsot, hogy k-nal tobb darabra essen szét? Ilyenkor érdemes a legnagyobb fokszdmaiakat
torélni, taldn az rontja el a legjobban. Itt minden fokszam hdrom. Bdrhogyan torlém a csicsokat, nem esik tul
sok darabra, tehdt nem tudom Hamilton kor létezését kizarni. Keressik meg a Hamilton kért, hatha van. A kor
sorban: abedenmlkjihgpgrstofa. (Elindultam valahol és prébaltam dgy kérbe menni, hogy arrafelé tudjak majd
visszatérni a kiilsé kérokbe.)

Kozép felsé: 10 csiucsa van, ennek a fele 5. Minden fokszdma hdrom, ami nem tobb vagy egyenld mint
5. Tehdt a Dirac feltétel nem teljesil. Ez alapjin nem tudom biztosra mondani, hogy létezik Hamilton kor.
Teljestil-e az Ore feltétel? Pl a és h nem szomszédok: deg(a)+deg(h)=3+3, ami nem t6bb vagy egyenld, mint 10.
Ore feltétel nem teljesiil. Ez alapjin nem tudom biztosra mondani, hogy létezik Hamilton kor. Ki tudom-e zdrni
csucstorléssel a létezését? Bdrhogy torlom a csucsokat nem sikeril tul sok részre szakadnia. Nem tudom kizdrni
a Hamilton kor létezését. Keressik meg: Nem taldljuk, ez a grdf NEM tartalmaz Hamilton kért, csak Hamilton
utat, hidba nem tudtuk kizdrni. (Korbdl egy pont mindig kimaradna, mert nincs szabad 4t visszamenni.) Ennek
a konkrét grafnak a neve eqyébként Petersengraf.

Jobb felsd: 8 csicsa van. Ennek a fele 4. Van kettes fokszdmai csicsa, ami kissebb, mint 4. Nem teljesiil a
Dirac feltétel, nem dllithatom, hogy biztosra van Hamilton kér. Van két nem szomszédos kétfoki csucsa, tehat
nem teljesil az Ore feltétel sem. Még mindig nem tudom mondani, hogy van benen Hamilton kor. Ki tudom-e
zarni? Nem taldlok Hamilton kéort, mert a 2-es fokszami csicsok nem engednek visszatérni a kiinduldsi pontra.



Bal alsd: 9 csicsa van, ennek a fele 4,5. Létezik 3-as fokszam. Nem teljesil a Dirac feltétel. Az a és b nem
szomszédosak. Fokszdmuk Osszege 6, ami nem nagyobb egyenld, mint 9. Nem teljesil az Ore tétel. Tehdt nem
tudom, hogy van-e benne Hamilton kér. El tudom-e rontani cstucstorléssel? Ha torlom a d,e,j pontokat, akkor a
graf 6 kilondlls részre esik szét (ez tobb, mint 3). Teljestil a Hamilton kor kizdrdsdra vonatkozd feltétel, tehdt
BIZTOS, hogy NEM tartalmaz Hamilton kort.

Kézép alsé: A Dirac feltétel nem teljesil, mert 7 csicsa van, aminek a fele 3,5 és létezik 3-as fokszdmai
csucs.  Teljesil az Ore tétel (nincs olyan nem szomszédos csucspdr, melynek fokszdmdsszege kisebb lenne a
csucsszdmndl.), tehdt biztosan van benne Hamilton kor. Pl:fbacgedf

Jobb also: 7 csicsa van, ennek a fele 3,5. Minden cstcs 4-es fokszdmi, ami nagyobb a 3,5-nél. Teljestil a
Dirac feltétel. Tehdt biztosan van benne Hamilton kér. PL:ABCDGFEA

Feladat 10. Hatérozd meg az alabbi grafok minimaélis feszit6fait Kruskal és Prim algoritmussal is.
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Megoldas. A Kruskal esetén a legkisebb €lt vdalasztjuk ki (sdrga). Nem kell, hogy menet kozben dsszefiiggd legyen
a fa. Prim esetén a legkisebb hozzdfizhetd €lt vdlasztjuk ki. Kell, hogy mdr menet kozben is dsszefiiggd legyen a
fa. Mindkét esetben a silynak meg kell egyeznie, mert minimdlis feszitéfa. (Nem kell, mindig a legutolsd csicsbdl
inditani! sét, az hibds lesz, hiszen akkor nem a legkisebbet fiiznéd hozzd.)



A kék esetén figyeld meg, hogy a 12-es lenne a hozzdflizhetd legkisebb szam, de az kért eredményezne, ezért nem
vdlaszthatom.



A minimdlis feszitéfa silya 74.
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Megoldas. Mélységi bejardasndl mindig lemegyiink legmélyebbre, elmentjik, majd visszaugrunk egyet és megprobdlunk
megint mélyebbre menni, ha lehet lemegyunk, ha nem elmentjik ezt...
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7,8,9,5

7,8,9,5,10,6
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7,8,9,5,10,6,2,4

7,8,9,5,10,6,2,4,3
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7,8,9,510,6,2,4,3,1

Szélességi bejdrdsndl a gyokérrel kezdink és felirjuk minden szomszédjdt. Ezutdn balrdl megnézzik az elsd
gyerek minden szomszédjdt, majd a mdsodik gyerek minden szomszédjdat etc. Ha ez meguan egy szinttel lentebb
megytink és a legbaloldalibb gyerek gyerekeit irjuk fel és igy tovdbb.
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1,2,3,4,5,6
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Feladat 12. Az aldbbi bindris fikon végezz preorder, inorder és postorder bejardsokat.
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Sinaris keresola

Megoldas. Preorder bejdrds: Vegyiik sorra az aktudlis elemet, Jarjuk be az aktudlis elem bal részfdjat, Jarjuk
be az aktudlis elem jobb részfajdt. https://infoc.eet.bme.hu/eall/#9
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5,11,3,4,13,1,9

5,11,3,4,13,1,9,12,8
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511,3,4,13,1,9,12,8,2,10,7,16,14,15,6
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2,7,2,6,5,11

2,7,2,6,5,11,5,9,4
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30,15,12,4

30,15,12,4,20,22,25

Cnares keresila

kL

30,15,12,4,20,22,25,45,27,35,40

Clnar s heresila

30,15,12,4,20,22,25,45,27,35,40,50,48,55

Inorder esetén eldszor bal gyerek, szild és jobb gyerek.
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13,4,1,3,11,12,9,8,5,10(neki nincs bal),16,7
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13,4,1,3,11,12,9,8,5,10,16,7,15,14,6,2
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2,7,5,6,11,2,5(nincs bal),4,9
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3,1,4,15,22,20,25
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Sinares keresdla
N

3,1,4,15,22,20,25,30,35,37,40,45,48,50,55

Postorder: bal,jobb,gyokér
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13,1,4,3,12,8,9,11
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13,1,4,3,12,8,9,11,16

13,1,4,3,12,8,9,11,16,15,6,14,7,10,2,5



2,5,11,6,7,4,9,5,2

Binars keresdla

Jou

3,4,1,22,25,20,15,35,37,40,48,55,50,45,30
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