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1 Elméleti osszefoglald

P
Definition 1. Ekvivalencia relacié

Adott H halmazon értelmezett rendezett parok halmaza (R) ekvivalencia reldcié, ha teljesiil rd, hogy:

1. Reflexiv: (a,a) € R Va€ H
2. Szimmetrikus: (a,b) € R = (b,a) € R Va,be H
3. Tranzitiv: [(a,b) € RA (b,¢) € R] = (a,¢) € R Va,b,ce H

|
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Definition 2. Rendezési relacié

Adott H halmazon értelmezett rendezett pdrok halmaza (R) rendezési reldcid, ha teljesiil rd, hogy:

1. Reflexiv: (a,a) € R Va€ H
2. Antiszimmetrikus: [(a,b) € RA (b,a) € Rl=a=b Va,be H
3. Tranzitiv: [(a,b) € RA (b,c) € R] = (a,¢) € R Va,b,ce H

\.

[ Definition 3. Legnagyobb elem

Minden elemmel 6sszehasonlithatd, in € H, minden h € H, h6 = In = h < In.

|

([ Definition 4. Legkisebb elem

Minden elemmel &sszehasonlithatd, (k € H,Vh € H,h6 = lk = lk < h.
|

f Definition 5. Maxima4lis elem

Nem biztos, hogy minden elemmel Gsszehasonlithaté, M € H, ha -3h € H,h6 = M|M < h.

\.

(Deﬁnition 6. Minimaélis elem

Nem biztos, hogy minden elemmel 6sszehasonlithaté, m € H, ha =3h € H,h6 = m|h < m.

( Definition 7. Hasse-diagram

A véges rendezett halmazok dbrazolhatok graffal, a kovetkezOképpen: ha

a < b, akkor b-t feljebb rajzoljuk mint a-t, és Gsszekotjilk 6ket. Nem kotjiik 6ssze a tranziti- vitasbdl ill. reflexivitdasbol
adodo parokat.

\

f Definition 8. Felsd korlat

A részben rendezett H halmaz valamely H1 részhalmazanak felsd korlétja f k € H,ha Vh1l € H1 = hl < fk.

&

[ Definition 9. Alsé korlat

A részben rendezett H halmaz valamely H1 részhalmazdnak alsé korlatja ak € H ha Vhl € H1 = ak < hl.

|

H1 korlatos, ha van alsé és fels6 korlatja.



-
Definition 10. Szuprémum (supH)

a legkisebb felsé korl4t.
|

( Definition 11. infimum (infH)

a legnagyobb alsé korlat.
.




2 Feladatok

Feladat 1. Milyen reldciét hatdroz meg a rendezett parok R halmaza a H = {1,2, 3} alaphalmazon?
1. R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(3,2),(2,3)}.

Megoldas. reflexiv? v szimmetrikus? v, tranzitiv? Nem, mert (1,2) és (2,3) € R, de tranzitivitds
esetén ebbdl (1,3) € R kovetkezne, ami itt nem teljesiil.
Ezért R nem rendezési, és nem is ekvivalencia reldcid.

2. R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,3)}

I Megoldas. reflexiv? v szimmetrikus? X ,antiszimmetrikus? v tranzitiv? ~ Tehdt R rendezési reldcid.
3. R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(3,2),(2,3),(1,3),(3,1)}

I Megoldas. reflexiv? v szimmetrikus? v, tranzitiv? v Tehdt R ekvivalenciareldcid.
4. R=1{(1,1),(3,3),(1,2),(2,1),(3,2),(2,3),(1,3),(3,1)}

I Megoldas. reflexiv? Nem reflexiv, mert (2,2) nincs benne.

Feladat 2. Az egész szdmok halmazdn tekintsiik azt a reldciét, ahol (a,b) € R akkor és csak akkor, ha a és b
paritdsa megegyezik. Milyen relacié R?

Megoldas. Reflexiv, mivel minden a € Z: szdm esetén a paritdisa = a paritdsa.

Szimmetrikus, mivel ha a paritdsa = b paritisa, akkor b paritdsa = a paritdsa is teljestl.

Tranzitiv, mivel ha a paritdsa = b paritisa és b paritdsa = c paritdsa, akkor a paritdsa = c paritdsa is teljestil.
A fentiekhez hasonléan beldthatd, hogy az egész szamok Z halmazdn tetszdleges rogzitett n € N esetén az n-nel

valé maradékos osztds meghatdroz egy ekvivalenciareldciot, ahol azok a szdmok vannak egy osztdlyban, amelyek

azonos maradékot adnak. Minden n € N esetén a kialakult osztdlyok az egész szamok egy particidjat alkotjdk.

Feladat 3. A H alaphalmaz elemei legyenek a PPKE ITK els6 évfolyamos hallgatdi, ahol az R relaciét ugy
hatdrozzuk meg, hogy (a,b) € R pontosan akkor, ha a egy csoportban van b-vel. Milyen reldcié R?

Megoldas. o reflexiv? Minden didk ugyanabban a csoportban van, mint énmaga. v

o tranzitiv? Ha A ugyanabba a csoportban van, mint B, és B is, mint C, akkor A is ugyanabban, mint C.

v’

o szimmetrikus? Ha A ugyanabba a csoportban van, mint B, akkor B is mint A. v~
Tehdt R ekvivalenciareldcié. — a particio osztdlyai a csoportok.

Feladat 4. A H alaphalmaz legyen emberek egy tetszéleges halmaza, amelyen az R relaciot ugy hatarozzuk meg,
hogy (a,b) € R pontosan akkor, ha a beszél kozos nyelvet b-vel. Milyen reldcié R?

Megoldas. reflexiv? v szimmetrikus? ~ , tranzitiv? X Tehdt R nem ekvivalenciareldcid és nem rendezési
reldcid. (Akkor lenne tranzitiv a reldcid, ha azt is megfeleld kapcsolatnak tekintenénk, ha a két ember szamdra
létezik egy harmadik, aki vdllalja a tolmdcs szerepét.)

Feladat 5. Az R reldciét gy definidljuk az R halmazon, hogy (a,b) € R pontosan akkor, ha |a| = |b].
Milyen relacié R?
Megoldas. reflexiv? v szimmetrikus? v, tranzitiv? ~ Tehdt R ekvivalenciareldcid — a particid osztdlyai:

minden ¢ € R esetén az { hosszisdgi vektorok R3-ban.

Feladat 6. H = R*** halmazon az R reldciét gy hatdrozzuk, hogy (A, B) € R pontosan akkor, ha det(A) =
det(B). Milyen reldcié R?



I Megoldas. reflexiv? v szimmetrikus? v, tranzitiv? v~ Tehdt R ekvivalenciareldcid.

Feladat 7. Az R reldciét gy definidljuk a valds szdmok R halmazdn, hogy (a,b) € R pontosan akkor teljesiil, ha
a — b egész szam. Milyen relaciéo R?

I Megoldas. reflexiv? v szimmetrikus? v, tranzitiv? v~ Tehdt R ekvivalenciareldcid.

Feladat 8. Az R reldciét gy adjuk meg a H halmazon, hogy A~B, ha det(A) + det(B) péros szam. Milyen relécid
R, ha

1. H=R3*3?
2. H = 73%3?

Megoldas. 1. Nem reflexiv, mivel ha det(A) nem egész szam, akkor det(A) + det(A) nem pdros. Emiatt a
realdcio ezen a halmazon nem ekvivalencia és nem is rendezési reldcio.

2. Ha az A mdtriz minden eleme egész, akkor det(A) is egész. Ebben az esetben det(A)+det(B) pontosan akkor
pdros, ha det(A) és det(B) paritdsa megegyezik. A 2. feladathoz hasonldan beldthatd, hogy R ekvivalencia
relaciot definidl ezen a halmazon.

Feladat 9. Bizonyitsa be, hogy R akkor és csak akkor ekvivalenciareldcié H-n, ha R reflexiv, és Va,b,c € H esetén
a~b a~c — b~c!

Megoldas. Ha R ekvivalencia reldcid, akkor a ~ b -bdl a szimmetria miatt kévetkezik b ~ a. A tranzitivitdst
felhaszndlvab~a ésa~c — b~ec.

Ha egy reldcio teljesiti a két megadott axiomdt, akkor csak a szimmetridt illetve a tranzitivitdst kell igazolni
(mert a reflexivitds szerepel a két megadott kozott).
Szimmetria: 2. azidmdban ¢ helyére a-t frva (reflexivitds miatt ez megteheté) a ~b, a~a — b~a
Tranzitivitds: a ~ b-bél a szimmetria felhaszndldsvdla kévetkezik a ~ b, amivel egyiitt a ~ b és b ~ c-bdl a 2.
tulajdonsdg felhaszndldsval kévetkezik a ~ c.

Feladat 10. Bontsuk fel az egyetemi tantargyakat a szabadon valaszthaté, illetve a kotelezé targyakra. Igaz, hogy
ezek a csoportok a targyak egy particigjat alkotjak?

Megoldas. Diszjunkt halmazok ~ Unidjuk kiadja az osszes egyetemi tantdrgyat? v Tehdt ez a felosztds egy
particio, és megad egqy ekvivalenciareldciot a tantdrgyak halmazan.

Feladat 11. Osszuk fel a didkokat csoportokra aszerint, hogy melyik honapban sziilettek. Igaz, hogy ezek a
csoportok a didkok egy particidjat alkotjak?

Megoldas. Diszjunkt halmazok ~ Unidjuk kiadja az dsszes didkot? ~" Tehdt ez a felosztds egy particid, amely
megad eqy ekvivalenciareldciot a didkok halmazdn.

Feladat 12. A H = R*** halmazon az R reldciét tigy hatarozzuk, hogy (A, B) € R pontosan akkor, ha det(A) <
det(B). Milyen reldcié R?

Megoldas. reflexiv? v szimmetrikus? X, antiszimmetrikus? X, tranzitiv? ~ Tehdt R nem ekvivalenciareldcid
és mem is rendezési reldcid.

Feladat 13. Rendezési relacidk a kovetkezok?

1. H =R™ " a négyzetes valés elemil métrixok halmaza. (A, B) € R, ha det(A) < det(B)

Megoldas. reflexiv? v Hiszen det(A) = det(A), azaz a det(A) < det(A) teljesiil.

antiszimmetrikus? Nem, mivel két kilonbozd mdtriz determindnsa lehet egyenld.

(Ha a H halmaz csak kilonbozd determindnsd mdtrizokat tartalmazna, a tulajdonsdg teljestilne.)
tranzitiv? v Ha (A, B) € R — det(A) < det(B) és (B,C) € R — det(B) < det(C). A két egyenldtlenségbdi



kovetkezik, hogy det(A) < det(C), tehdt (A,C) € R
Mivel nem teljesil az egyik tulajdonsdg, ezért R nem rendezési reldcid.

2. H =R" a pozitiv valés szdmok halmaza, (a,b) € R, ha % < 2

I Megoldas. reflexiv? v antiszimmetrikus? v tranzitiv? v Tehdt R rendezési reldcid. (Teljes rendezés)

3. H az {1,2,3} halmaz hatvianyhalmaza. (4,B) € R, ha AC B

I Megoldas. reflexiv? v antiszimmetrikus? v tranzitiv? v Tehdt R rendezési relacid. (Részbenrendezés)

4. H =7 az egész szdmok halmaza, (a,b) € R, haa <b
I Megoldas. reflexiv? X antiszimmetrikus? v tranzitiv? ~ Tehdt R nem rendezési reldcid.

5. H =7 ahol (a,b) € R, ha a osztéja b-nek. (Tehdt létezik k € Z amelyre b=k - a.)

Megoldas. reflexiv? v antiszimmetrikus? X (a,—a) € R és (—a,a) € R teljesil, de a # —a. Tehdt R

nem rendezési reldcid.

6. H =N ahol (a,b) € R, ha a osztéja b-nek. (Tehdt létezik k € N amelyre b =k - a.)

Megoldas. reflexiv? v antiszimmetrikus? v, tranzitiv? v Tehdt R rendezési reldcid. (Részben ren-

dezés)

Feladat 14. Hasse-diagrammal adott a kovetkezd rendezési relacié:

16

1. Hatédrozza meg a maximalis és a minimalis elemeket!
2. Hatdrozza meg a legnagyobb és a legkisebb elemeket!
3. Ez teljes- vagy részbenrendezés?

4. A {2,8,16} halmazon teljes- vagy részbenrendezést definidl a megadott rendezési reldcié?

Megoldas. 1. mazximadlis elem: 16, 35
manimdlis elem: 1

2. legnagyobb elem: mincs
legkisebb elem: 1

3. Ez eqy részbenrendezett halmaz, mivel pl. a 4 és az 5 nem hasonlithatok dssze.

4. Ez eqgy teljesen rendezett halmaz, mivel bdrmely két eleme osszehasonlithato.
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