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1 Elméleti osszefoglald

p
Definition 1. Komplex szamok hdrom alakja

A komplex szdmokat dbrézolhatjuk a sikon. A vizszintes tengely, az Gn. valds tengely - jelolése: Re(z) - a valés szdmoknak
felel meg, mig a fligg6leges tengely az un. képzetes tengely - jelolése: Im(z) -, melyen az i képzetes egység is van.

A komplex szadmoknak harom alakjat hasznéaljuk:

1. Algebrai alak:

z= _a -1 + b -1
~~ ~~
valés rész képzetes rész

Ezt értelmezhetjiik dgy, hogy az 1 és az ¢ ”linedris kombinécidja” maga a komplex szam, igy tekinthet kétdimenzids
vektornak is, amelynek koordinatdi rendre a és b. Persze a komplex szamok joval tobbet ”tudnak”, mint a sikbéli
vektorok, hiszen ezek is szamtestet alkotnak az Osszeadas és szorzas miiveletekkel, csakigy, mint a valés szdmok.
A fenti képletben az a € R szamot a z komplex szdm valds részének, a b € R szamot a z képzetes részének hivjuk,
és a kovetkezOképpen jeloljik:

2. Trigonometrikus alak:
z =1 (cos(¢) + isin(¢))
Im(z)

z=atbi=
r-(cos@ +1i-sing)

PN

("1 Re(z)

Ahol r a komplex szdm abszolut értéke (hossz), ¢ pedig a komplex szdm argumentuma (valés Re tengely pozitiv
felével bezért szog).

3. Exponencidlis alak:
z=r-€e

Ez az alak szintén a fent leirt hosszal és szoggel dolgozik.

Megjegyzés 1. Az utébbi két alak (a trigonometrikus és az exponencidlis) valéjdban a komplex szdmsik vektordnak
poldrkoordindtds felirasa, azaz hossza és szoge van. Mérnoki jeloléssel: rZ¢

Megjegyzés 2. Az exponenciilis alak és a trigonometrikus alak egymdasbdl szdrmaztathaté az Euler-formulaval:

e"? = cos(¢p) + i - sin(e).

\
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Theorem 2. Komplex szdmok Gsszege

Osszeadni algebrai alakban érdemes, mert itt pontosan tigy szdmolunk, ahogy a valés szémoknal megszoktuk:

z1 = a1+ bii, 22 =az+ b2

z1 + 22 = (a1 + b14) + (a2 + b2i) = a1 + bri + a2 + b2i = (a1 + az2) + (b1 + b2)i




p
Theorem 3. Komplex szamok szorzata

1. Algebrai alakban
z1 = a1 + bli7 2o = as + bot
z122 = (a1 + bit)(az + b2t) = a1az + a1b2i + a2bii + bibe i? = (a1az2 — bib2) + (a1b2 + a2b1)i
-1
Mindenkit mindenkivel 0sszeszorzunk.

2. Trigonometrikus alakban:
z1 =ri(cos(¢1) + isin(¢1)), 22 = ra(cos(p2) + isin(gp2))

z122 = r1ira(cos(¢1 + ¢2) + isin(d1 + P2))
Hosszak szorzddnak, szégek osszeadddnak.

3. Exponencialis alakban:

b1 P2

i i
z1 = rie 29 = o€

2120 = Tlewl r2el¢2 — T1r26l(¢1+¢2)

Hosszak szorzédnak, szégek dsszeadddnak.
\
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Theorem 4. Komplex szdmok hatvanya

1. Trigonometrikus alakban:
z = r(cos(¢p) + isin(¢))
2" = r"(cos(ng) + isin(ne))
Hossz hatvdnyozodik, szdg n-szeres lesz.

2. Exponencidlis alakban:
z=re'?
Zn _ Tneinqb
Hossz hatvdnyozodik, szdg n-szeres lesz.
\

f Theorem 5. Komplex szdmok n. gyoke

Egy komplex szémnak pontosan n db n. gyoke van a komplex szdmok halmazén.

1. Trigonometrikus alakban:

z =1 (cos(¢) + isin(¢))
V= ¥r- (cos(w) —i—isin(M)) , k=0,...,n—1
n n

A hosszbdl n. gyokot vonunk (valds szamokon értelmezett gyokvondssal!), a széget n-nel osztjuk és figyelembe vessziik

a szogek periodusdt, azaz k-szor elforgatjuk.
2. Exponencialis alakban: ,

z=1-¢?
. ptrk2m
Ve=%r-e »n , k=0,.,n—1

Az n. gyokok hossza az eredeti hossz n. (valds) gyoke lesz, a szdg n-nel osztddik és figyelembe vesszik a szogek
periddusdt, azaz k-szor elforgatjuk.

|

( Definition 6. Egységgyokok

A 2" — 1 = 0 egyenlet megoldasait az n-edik komplex egységgyokoknek nevezziik. Alakjuk a kovetkezs:
n 2k .. ([ 2k
€k = ﬁ:cos(%) —&—z-sm(%), k=0,1, .. nl1

Megjegyzés 3. Lathatjuk, hogy n-edik egységgyckbdl pontosan n db van.
.

[ Definition 7. Primitiv egységgyOokok

Azon € n-edik komplex egységgyokoket, melyek 0,1.,...,n — 1. hatvanyai el64llitjdk a tobbi egységggyokot, primitiv
eqységgyokoknek hivjuk.

Megjegyzés 4. Egy €1, egységgyok akkor és csak akkor primitiv egységgyok, ha k és n relativ primek, vagyis (k,n) = 1.




Megjegyzés 5. Az el6z6 megjegyzésben szerepld feltétel, vagyis, hogy k és n relativ primek azt is jelenti, hogy e =1

ahol n a legkisebb pozitiv hatvany, amire ez igaz lesz!
|

[ Theorem 8. Algebra alaptétele

Minden n-edfokd polinomnak n db gyoke van a komplex szdmok halmazdn. (Ez méar tartalmazza a valds gyokoket is:

ezek azok a komplex gyokok, melyek képzetes része 0.)
|
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Proposition 9. Valés egyiitthatds egyenletek gyokei

Adott egy p(z) = 3 arz® polinom, mely valés egyiitthatds, azaz Vk : a), € R. Ekkor a p(z) gydkei vagy valésak, vagy ha
k=0
nem valésak, akkor a komplex konjugéltjuk is gyoke a polinomnak.

Megjegyzés 6. Egy n = 2m+1-edfokd (m € N) valds egyiitthatds polinomnak legaldbb egy valds gyoke mindenféleképpen
kell legyen!

Megjegyzés 7. Egy mdsodfoku valds egyiitthatdés polinom gyokeire igazak a kovetkezdk:

D=0b*—4ac>0—z1,20 €R
D=b2—4ac=0—>m1=x2ésx1€]R

D:b2—4ac<0—>ac1,m2E(Céscﬁlzwg.




2 Feladatok

Feladat 1. Adott z; = 2(cos(120°) + i - sin(120°)) és 2o = 2(cos(330°) + i - sin(330°)). Adjuk meg az alabbi
miiveletek eredményét trigonometrikus és algebrai alakban is!

a) z1- 29

Megoldas. Szorzdsndl a hosszakat dsszeszorozzuk, a szégeket dsszeadjuk:

21+ 22 = 2(cos(120°) 4 i - sin(120°)) - 2( cos(330°) + i - sin(330°)) =
=2-2(cos(120 + 330°) + i - sin(120 + 330°)) =
= 4( cos(450°) + i - sin(450°)) =
= 4(cos(90°) + i - sin(90°)) =
= 4i
21

b) 2L
) &

Megoldas. Osztdasndl a hosszak hdnyadosdt vessziik, a szogeket kivonjuk:

21 2(cos(120°) +i -sin(120°))
22 2(cos(330°) + i - sin(330°))
= cos(—210°) + 4 - sin(—210°) =
= cos(150°) + i - sin(150°) =
V3 1

=g Ty

Megoldas. Hatvdinyozdsndl a hosszat hatvdnyozzuk, a szoget a hatvannyal szorozzuk:

2 = (2(cos(12o° +i-sin(120° )))5 —
= 2°(cos(5 - 120°) + i - sin(5 - 120°)) =
= 32(cos(600°) + i - sm(600 ) =
= 32(cos(240°) + i - sin(240°)) =

“(-3-]) -

=16 —16V3 - 1.

Az alabbi dbrdn ldathaté mind az 5 hatvanya zi-nek. Eszrevehetd, hogy ha folytonosan dbrdzolndnk a
hatvdnyokat, akkor egy spirdlt kapndnk. (Kissik dssze eqy gorbével zi-et zo-vel, majd zo-t z3-mal és igy
tovabb.)
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Feladat 2. Adjuk meg az aldbbi, exponencidlis alakban megadott komplex szamok trigonometrikus és algebrai
alakjait: €'z, e'T, €%, €5

Megoldas. Az Euler formuldt haszndljuk:

7 = €% = cos(%) —|—z'~sin(g) =1

29 = 't = cos(%) + - sin(%) = \/75 + \/751
23 = et = cos(%) + - sin(%) = \/73 + %z
24 = e's = cos(%) +1- Sin(g) = % + \/751

A fenti komplex szamok a komplex szdmsikon a kévetkezdképpen néznek ki:

Im
1| z1=1 1 .
2 =5 1+z~\/§)
22232Q(1+i)
z3 = 2(V3+1)
Re
-1 1

Feladat 3. Végezziik el az aldbbi miiveleteket exponenciglis alakban, ha z; = v/2 - €' és 25 = €'Z! Adjuk meg az



eredményeket trigonometrikus és algebrai alakban is!

a) z1 - 29
Megoldas.
23 = 21 - 29 = V2e'% ei%:\/561%4'1%:\/56137r
( ( > . (37r>>
=V2| cos|{ — | +¢-sin| — =
4
1 1
=V2(——=+ —=1 -1+
( 7 \/5)
2o
b) 22
) )
Megoldas.
22 ez 1 i 1 i
= —=—>F = —=€ = —¢'"t =
4 Z1 ﬂelz \/§ 2

(cos(%) +7- sin(%

— ﬁl|>—~
[N}

:ﬁ%*%i):%*

A komplex szamsikon dbrdzoljuk a z1, zo, z3 €s z4 szamokat:

Im

zZ3 1 e 22

0.5

))-

24

21

Re

0.5 1



Feladat 4. frjuk fel a z = 2i — 2 komplex szdm exponencidlis és trigonometrikus alakjat!

Megoldas.

2
2=2—2=-242 — r=+/(-22+22=2V2, ¢:arctg(_—2)+7r:arctg(—l)—l—ﬂ:—

z = 2\/5(005(??:) —|—i~sin(?zr>> = Qﬁ-ei%

Feladat 5. Adjuk meg a z =2.5- ¢ szédm trigonometrikus és algebrai alakjat!

Megoldas.

am 4 4
2 =25.¢% = 2.5(008(;) —l—i-sin(;)) =

1 3
:2.5(—5—2'-%) — 125-1.25V3 i

Feladat 6. Adjuk meg a z = 2 4 2i komplex szdm 3. gyokeit trigonometrikus alakban!

Megoldas. Eldszor dtirjuk a komplex szamot algebrai alakbdl trigonometrikus alakba:

2 =2+ 2i = V8(cos(45°) +i - sin(45°))

Egy komplex szamnak pontosan n db n-edik gyoke van, melyeket az aldbbiak szerint adhatunk meg:

2k 2k
zr(cos(go)+i~sin(<p)> —Swp = V2= {L/F<cos(<'0Jr 7T> +i~sin<w)>, =0, ..., nl
n n

Ebbél megadhatjuk a komplex szamunk 3. gyokeit:

wo = \/§(COS(15°) +- Sin(15o))
wy = V2(cos(135°) + i - sin(135°))
wa = V/2( cos(255°) + i - sin(255°))

Ellendrzésképpen, a kapott gydkoket harmadik hatvinyra emelve valdban visszakapjuk z-t:

3
0

w = V23 (cos(3-135°) + 4 - sin(3 - 135°)) = V8( cos(405°) + i - 5in(405°)) = V/8(cos(45°) + i - sin
5= @( cos(3 - 255°) + i - sin(3 - 255°)) = \/g( cos(765°) + i - sin(765°)) = \/é(cos(45°) + 4 - sin

Az alabbi abra mutatja a harmadik gyokok struktirdjdt:

(
(

45°
45°

= \/?3( cos(3-15°) 4+ -sin(3 - 15°)) = v/8(cos(45°) + i - sin(45°)) = V/8(cos(45°) + i - sin(45°)) = 2

) ==
) ==
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Feladat 7. Adjuk meg a z = —1 komplex szadm 6todik gyokeit!

Megoldas.

z = cos(m) +i-sin(r) —» wp = ¥z = W(cos(

s LT
wy = cos(—) + - sm<g>

5
3) o (
+ 7 -sin

7T+2]”) +i-sin<7r+52k7r>>, k=012 3 4

3

wy = cos<

g
[\v]
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Ezen gyokok dbrdzoldsa a komplex szamsikon:



ILUQ 1
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Feladat 8. Adjuk meg a z
Abrazoljuk a megolddsokat!

Megoldas. FEldszor nézzik az exponencidlis alakot:
z=8i=8¢"2.
Ezutdn vonjunk gyokdt az aldbbi formula szerint:

. i(f+2kﬂ'
z=re s w, = Yz = Yre "

Az eredmény tehdt:

<(%+2k1r
fud 3/ Y 3
z=8¢"3 »w, =z =38e

%

= .
wo = 2e'3 = 2¢'s

T 42w .

2 5w
w; =2e"" 3 =25

T 44w

) ;9m
wy = 2e'7 3 =2e"6

Ezen gyokok dbrdzoldsa pedig a kovetkezdé abrdn taldlhato:

8¢ komplex szam exponencidlis alakjat és vonjunk 3

), k=012 .., nl

),k=0,1,2

. gyokot ebben az alakban!



wy

Feladat 9. Vonjunk negyedik gyokot a z = i—1 komplex szambdl exponencidlis alakban! Abra’,zoljuk a megoldasokat!

Megoldas.

wo \8/56%r

wy, = \8/5631%4_%
Wy = \8/5631%"’”
w3 = \8/56%+377r

A fenti gyokok abrdzoldsa a komplex szamsikon:

1.5 %
Im
’UJ1 1
5 o
‘ ‘ Re
0.5 1 1.5

Tipp a rajzoldshoz: A wq felrajzoldsa utdn csak meg kell nézni, hogy a k index mekkora széget ad hozzd
pluszban az egyes gyokokhoz, és annyival elforgatni wy-t. Ez jelen esetben T vagy 90°.

Feladat 10. Adjuk mega 12. egységgyokoket és primitiv 12. egységgyokoket exponenciélis alakban!

Megoldas.
cp = V1-ei0 = ¢ikTE — e k=012 .., 11

Ezekbdl azon -k lesznek primitiv egységgyokok, melyekre (k,12) = 1, azaz k és 12 relativ primek, vagyis a
k és 12 legnagyobb kozos osztoja 1:

2w

er=eP =k k=157 11

Feladat 11. Adjuk meg a primitiv 9. egységgytkok exponencialis alakjét!

10



Megoldas. Eldzbekhez hasonloan a k. egységgyok megadhato a kovetkezdképp:
eh=e*% k=012 ..,8

Ezekbdl kivdlasztjuk azon k-kat, melyekre (k,9) = 1, vagyis k =1,2,4,5,7,8.
A 9-edik egységgyokok dbrdzoldsa a komplex szdmsikon (csak azokhoz hiztunk egyenest, amelyek primitivek):

Im
€2
€1
€0 Re
0.5
€8
€7

Feladat 12. Vézoljuk fel az f(t) = e! %27t € [0, 00) gorbét a komplex sikon!

Megoldas. FEldsziris nézzik a kifejezést:
f(t) = elTi2m — pleimt — ¢ <cos(27rt) +i- Sin(27rt)>

Jol ldathato, hogy ez egy e sugari kor lesz, amin a t fligguényében "korbejarunk”. t = 0 esetén e + 0i-bdl
indulunk, majd minden egyes egész t-re visszaérkezink ugyanide.

11



Re

Feladat 13. Szamoljuk ki az aldbbi komplex kifejezés értékét:

(V3 +i)* (Cos(g) +i- sin(%)) e190% — 4(ei™)6 449

2+ 5

Megoldas. A szdmlalo elsé tagja hdarom komplex szdm szorzatdbol dall. Alakitsuk dt mindegyiket exponencidlis
alakba, €s ahol sziikséges, végezziik el a fok-radidn dtvdltdst is! Az elsé komplex szdmot dtvdltjuk exponencidlis

alakba:
! 4 4
)i ™ 4 isn(T))) = T (1)) = 160 — 160
(V3+i)t = (2(005(6)4—2 sm<6))> 16(005( 6>+z sm( 5 >> 16e's = 16e"3 .

A mdsodikat is:
(E> +1- sin(z> =¢
cos 5 5

A harmadikndl a fokot dtvaltjuk radidnba:

w3

. ° .
61150 — ¢t

o8

FEzeket dsszeszorozzuk:

;5 127

16€1% . i . 1% = 166! T TIETF — 16675 = 162" = 16 = 16-1 = 16

Ujm felirjuk a tortet, és mivel a szamldloban szerepld tagokat 6ssze szeretnénk adni, ezeket algebrai alakra hozzuk,
majd elvégezzik az dsszeaddst:

16 —4(e™)° 4+ 16—4-(—1)6+i%-i 16—4+1-i 1244

2+ 5i 2+ 5i 2450 2450

Végiil bovitjik a tortet a nevezd konjugdltjaval, ezzel eltintetjik az i-t a nevezdbdl:

12440 12+i 2-5i  (124+4)(2—5i) 24— 60i +2i — 5> 24 —60i +2i+5 29— 58i

_ _ _ - —1- 2.
9+5i 2+5i 2-5i 92 — (50)2 1+25 29 29 !

Feladat 14. Oldjuk meg az aldbbi masodfoku egyenleteket és ellendrizziik a megoldasunkat helyettesitéssel!
a) 22 +42+3=0

12



Megoldas.

—4+V16—-12 —4+2

=-2+£1
2 2

21,2 =

FEllendrzés:
z21=-3—=(=3)24+4(-3)+3=0v
zp=—1— (=12 +4(-1)+3=0v".

Megjegyzés: Mivel valds egyiitthatos a mdsodfoki polinom, és D =16 —12 =4 > 0, ezért két valos gyoke
van.

b) 22 +42+4=0
Megoldas.

—4+y16—-16 —44+0
2 2

-2

21,2 =
FEllenorzés:

z1p0=—-2— (=22 +4(-2)+4=0v

Megjegyzés: Mivel valds egyiitthatés a mdsodfoki polinom, és D = 16 — 16 = 0, ezért egy db kétszeres
valds gyoke van.

c) 22+42+5=0

Megoldas.
=241

—4+v16-20 -4+
5 =

21,2 =
2

FEllendrzés:

=240 (—2+)2 +4(-2+i)+5=4—-4i—1-8+4i+5=0v
Zo=-2—i— (—2-0)°+4(-2—i)+5=4+4i—1-8-4i+5=0v

Megjegyzés: Mivel valds egyiitthatos a mdsodfoki polinom, és D = 16 — 20 = —4 < 0, ezért a két gyoke
egy komplex konjugdlt gyokpdr.

d) 22+ (-3—-i)z+2+2i=0

Megoldas.

I —(=3—i) £ /(-3 —19)2—4(2+2i) 340t VI+6i—-1-8—-8  34id/-2

b 2 - 2 - 2
Mielétt tovdbbmennénk, nézzik meg, hogy mennyi a wo,1 = v —2i = 2<cos(3§) +17- sin(%”))! Ext

kétféleképpen is megtehetjiik.

13



Az eqyik ut, hogy trigonometrikus alakban 2. gyékot vonunk:

3T 4 2k 3T 4 9k
Wo,1 = ﬂ(cos(%) +i-sin(%>> = ﬁ(cos(z%+k7r) +i-sin<3%+k7r)>
w0:\/§<cos<3—7r) +i~sin<3l)> =—1+41
4 4
e

A mdsik mddszer, hogy algebrai alakban szamolunk. Legyen w = x + yi a —2i mdsodik gyoke. Ekkor egy
komplex egyenletet kapunk:
(x+yi)>=-2i, =z,ycR

Hajtsuk végre a négyzetre emelést:
22 4 2wy + y*it = —2i

Felhaszndlva, hogy i2 = —1, az egyenlet mindkét oldaldn kiilonitsiik el a valds és a képzetes részeket:
22—y 422y i=0—2-1

Két komplex szam akkor egyenld, ha mind a valds, mind a képzetes részeitk megegyeznek, ezért a komplex
egyenletink két valos egyenletre ”esik szét”:

22—y =0
2zy = —2
Innen ) ) )
I. 2=y y==xx _ _
I zy=—1 = y:—l = ix—_; = x_ix

Ezt beszorozva x-szel, az alabbi egyenletet kapjuk:
2% =+1.
Mivel x € R, ezért a jobb oldalon csak a +1-nek van értelme:
=1 = z=4=I1

Visszahelyettesitve a I1. egyenletbe (xy = —1), a két lehetséges megoldds pontosan ugyanaz lesz, mint amit
az eldz6 modszerrel kaptunk:

r=1, y=-1 wyg=—1+1
e=-1, y=1  w=1—i

Ha ezzel a mddszerrel szamolunk, érdemes ellendriznink a megolddsokat, hogy az esetleges hamis gyokoket
kisztiryik:
wi = (=1+1i)? = (=1)* = 2i —i* = —2i
I=(1-i)? =12 =24 (—i)? = 2
Tehdt mindkét megoldds jo.

Ezutdn pedig befejezhetjik a z1 2 szdmoldsdt:

3+i+1—-7 4 9
== = =
' 2 2
3+i—1+7 242 )
29 = 5 = 9 =144z

14



FEllendrzés:

21 =222+ (-3-1)-24+2+2i=4-6-2i+2+2i=0 v
zo=1+4+i—= 1+ +(-3-)1+i)+2+2i=14+2i—1-3-3i—i+14+2+2i=0+v"

Feladat 15. frjuk fel azt a harmadfokd, valés egyiitthatés polinomot, melynek két gyoke —4 és 2 + 3i!

Megoldas. Az algebra alaptétele szerint egy harmadfoki polinomnak hdrom gyédke van a komplex szamok hal-
mazdn. Tovdbbd, ha valdsak az egyiutthatok, akkor tudjuk, hogy egqy gyok vagy valds szdm, vagy ha komplex szam,
akkor a komplex szam konjugdlt pdrja is gyoke lesz a polinomnak.

Tehdt, ha a 2+ 3i gyok, akkor biztos, hogy a 2 — 3i is gyok lesz. Ezzel megvan a hdrom gyokunk, és felirhatjuk
a gyoktényezds alakot:

p@)=(z—(-4)(z— 2+30))(z— (2-3i)) = (z+4)(x — 2 — 3i)(x — 2+ 31)
Ezutdn madr csak fel kell bontanunk a zdrdjeleket:

pla)=(z+4)(z—2-3i)(z—2+3i) = (z+4)((z—2) - 3i) ((z — 2) + 3i) = (z +4) ((z — 2)* — (30)?)
=(x+4)(2® —4x+4+9) = (z +4)(2? — 42+ 13) = 2° — 42? + 13z + 42® — 162 + 52 =
=3 — 3z 4 52

Feladat 16. Adott a p(x) = 27 + 42 + 52 + 10 polinom.

a) Hény gyoke van a p(z) polinomnak a komplex szdmok halmazén, ha a tobbszords gyokoket tobbszorosen
szamoljuk?

I Megoldas. Az algebra alaptétele szerint pontosan 7 gydke van a p(x) polinomnak.

b) Legaldbb hiny valés gyoke van a fenti p(x) polinomnak, ha a tobbszoros gyokoket tobbszorosen szdmoljuk?

Megoldas. Ldthatjuk, hogy p(x) minden egyitthatdja valds, tehdt, ha eqy komplex szdm a gydke a poli-
nomnak, akkor annak a komplex szamnak a komplex konjugdlt pdrja is. Tehdt, ha pdratlan fokd polinomunk
van, akkor minimum egy valds gyoke biztos, hogy lesz!

¢) Pontosan hdny valés gyoke van a fenti p(x) polinomnak, ha a t6bbszoros gyokoket tobbszorosen szadmoljuk?

Megoldas. Nézzik a p(x) polinom x szerinti derivdltjat:

dp(x)
dx

=725 4+1222+5>0,Vz e R

Mivel minden valds szdmra a p(x) polinom derivdltja pozitiv, ezért p(x) szigorian monoton névd. EbbSl
kifolyclag csupan egy valds gydke van a polinomnak.

Egy kis szerencsével egyébként, ha kiprobdljuk a (—1)-et, mint gyokét, arra jutunk, hogy az valdban gyéke
a polinomnak: p(—1) = (=1)" +4(—1)3 + 5(—1) + 10 = 0.

Feladat 17. Hény valés gydke van a p(z) = (2z — 1)(2z? — 2)(52% + 1) polinomnak? Keressiik meg az sszes
gyOkot!

Megoldas. Ha felbontjuk a zardjeleket, akkor a legmagasabb foki tag az 6todik hatvdnyon szerepel, vagyis
otodfoki a polinom, igy a komplex szamok halmazdn 5 db gyoke van. Mivel valds egyitthatos, a gydkei komplex

konjugalt gyokpdrok, valamint valés szdmok lehetnek. Ennek kévetkeztében az ot gydke kozil legaldbb egynek
mindenképpen valosnak kell lennie.

Ldthatd, hogy p(x) hdrom tényezd szorzata, melyek mindegyike egy-egy polinom, ezért p(x) gydkei ennek a
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hdrom polinomnak a gyokei lesznek:

1
pl(a:):2a:—1:O—>x1:§

pg(x):m2—220—>x273::|:\/§
2 1.
p3(x) =52 4+1=0—> 245 =+—-1i.

V5

A fentiek alapjin hdrom darab egyszeres valds gydke van p(x)-nek.

Feladat 18. frjuk fel azt a legalacsonyabb foku, valds egyiitthatés polinomot, amelynek gyokei x1 = 5 és xo =
-2+ 2i!

Megoldas. Valds egyiitthatds polinomot keresiink, igy ha xo gydke a polinomnak, akkor rs = To = —2 — 2i
is (komplex konjugdlt gyokpdr). Ahhoz, hogy a lehetd legkisebb foki legyen a polinom, mindegyiknek egysz-
eres gyoknek kell lennie, tehdt harmadfokd polinomot kerestink, melynek a gyokeit mdr ismerjik. frjuk fel a
gyoktényezds alakot, majd bontsuk fel a zdrdjeleket:

=(@—-5)(z—(-242))(z—(-2-2i) =(x—-5)(z+2—2i)(z+2+2i) =
=(z=5)((z+2)—20)((x+2) +2i) = (z —5)((z +2)* — (20)?) =
=(x—5)(z? +dx+4+4) = (v —5)(z* +4x+8) = 2% +42* + 8z — 52% — 20z — 40 =

=23 — 2?2 — 122 — 40.

p(x)

Feladat 19. Hény nem valés gydke van a p(x) = 2° — 22* + 222 polinomnak?

Megoldéas. Az 2% kiemelhetd: p(z) = 23(2? — 22 + 2). Az = 0 hdromszoros valés gyéke p(x)-nek. Mivel az
x? — 22 + 2 diszkrimindnsa negativ (D = —4), igy itt komplex konjugdlt gyékpdrt kapunk. Ezért p(z)-nek 2 db
nem valds gyoke van.
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