LinAlgDM II. 1-3. gyakorlat: Linearis leképezések, képtér, magtér,
sajatérték, sajatvektor

2023. mércius 9-10.

1 Elméleti osszefoglald

P
Definition 1. (Homogén) linedris leképezés

Legyenek V' és W vektorterek. Az L : V — W filiggvényt homogén linedris leképezésnek, vagy réviden linedris
leképezésnek nevezziik, ha teljesiti az alabbi két tulajdonsigot:

(a) (linearitds) minden u,v € V esetén L(u + v) = L(u) + L(v),
(b) (homogenités) minden u € V és minden A € R esetén L(Au) = AL(u).

Két fontos elnevezés: Ha w = L(u), akkor w az u vektor (L melletti) képe, mig u a w vektor (L melletti) dse (vagy
Ssképe).

Megjegyzés 1. A linedris leképezés és a homogén linedris leképezés kifejezések pontosan ugyanazt jelentik! Ha a
definiciéban szerepl6 két tulajdonsag koziil csak az egyik teljesiil, L-et sem homogén linedris leképezésnek, sem linedris
leképezésnek nem nevezhetjiik!

Megjegyzés 2. A definiciéban szerepld két feltétel egy feltételként is leirhato:
(a,b) (homogenités + linearitds) minden u,v € V és minden A € R esetén L(u+ Av) = L(u) + AL(v).

Megjegyzés 3. Ha az értelmezési tartomdny és az értékkészlet ugyanaz a vektortér (V = W), akkor az L : V — V
(homogén) linedris leképezést (homogén) linedris transzformdéciénak nevezziik.

Megjegyzés 4. Gyakran el6fordul, hogy V vagy W a sikkal vagy a térrel egyenlé. Ennek kapcsan hangsilyozni szeretnénk

a vektortereknél tanultakat: R? és R® vektorait mindig helyvektorként, vagyis origébdl indulé vektorként értelmezziik!
|
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Theorem 2. Két (homogén) linedris leképezés Osszetett fiiggvénye

Két tetszéleges (homogén) linedris leképezésbdl képzett Osszetett fliggvény — ha létezik —, szintén (homogén) linedris
leképezés.

\

Egy L:V — W (homogén) linedris leképezés tovabbi fontos tulajdonsigai:

1. Nullvektor képe nullvektor: Jelolje 0, € V és 0, € W a V és W vektorterek Osszeaddsra vonatkoztatott
egységelemeit (azaz nullvektorait). Ekkor |L(0,) = 0,/

2. Kivonds: L(u —v) = L(u) — L(v) mivel L(u —v) = L(u+ (=1)v) = L(w) + (-1)L(v).

3. Linearis kombindciét linedris kombinaciéba visz at: [L(clyl +- o +emy,,) =al(v)+-+ cmL(ym)]

p
Definition 3. Képtér

Legyenek V' és W vektorterek, L : V. — W (homogén) linedris leképezés. Azon W-beli vektorok Osszességét, amelyek
valamely V-beli vektor (L melletti) képei, az L leképezés képterének nevezziik. Jelolése: im(L). Vagyis:

im(L) ={y e W| 3z € V,y = L(z)}.

Megjegyzés 5. A definiciébdl adéddéan az L leképezés képtere pontosan az L leképezés értékkészlete.

Megjegyzés 6. im(L) egy W-beli halmaz.

|\




Definition 4. Magtér

Legyenek V és W vektorterek, L : V — W (homogén) linedris leképezés. Azon V-beli vektorok osszességét, amelyek (L
melletti) képe a W vektortér nullvektora, az L leképezés magterének nevezziik. Jelolése: ker(L). Vagyis:

ker(L) = {z € V|L(z) =0y }.

Megjegyzés 7. ker(L) egy V-beli halmaz.

Theorem 5. Képtér, magtér alteret alkotnak

Legyenek V és W vektorterek, L : V. — W (homogén) linedris leképezés. Ekkor ker(L) alteret alkot V-ben, és im(L)
alteret alkot W-ben.

Megjegyzés 8. Alterekrdl tanultuk, hogy maguk is vektorteret alkotnak. Tehdt ker(L) (a V-n értelmezett miiveletekkel),
és im(L) (a W-n értelmezett miiveletekkel) vektorteret alkotnak.

Theorem 6. Dimenziététel

Legyenek V és W vektorterek, L : V — W (homogén) linedris leképezés. Ekkor
dim(ker(L)) + dim(im(L)) = dim(V)

Megjegyzés 9. Ismétlés: Adott vektortér dimenzidja a vektortér valamely bézisdnak az elemszdma. (Adott vektortérben
minden bézis ugyanannyi vektorbdl all).

Megjegyzés 10. dim(V) a kiindulési tér dimenzidja, dim(im(L)) mutatja meg, hogy a leképezés ebbdl hany dimenziét
”tart meg” (vagyis mennyit sikertil "atvinni” a képtérbe), mig dim(ker(L)) a leképezés sordn ”elvesztett” dimenzidk
szama.

Definition 7. Sajatérték, sajatvektor

Legyen V vektortér, L : V — V (homogén) linedris transzformdcid. Azt a v € V vektort, amelyre igaz, hogy
Lv)=X-v, v#0

ahol A € R, az L transzformécié sajatvektoranak nevezziik. Ekkor A a v-hez tartozé sajatérték.

Megjegyzés 11. Az L sajitvektorai parhuzamosak a képiikkel: v || L(v), a nyujtds mértékét a A hatdrozza meg.
| J

2 Feladatok: linearis leképezések

x
Feladat 1. Legyen L a térbeli vektorok merSleges vetitése az xy-sikra: L:R3 — R2 L(|y |) = (;) Igazoljuk,
2

hogy L lineéris leképezés!

Ul (%
Megoldas. Legyenek u = |us | és v = [wva | térbeli vektorok, A € R. Ellendrizzik a két tulajdonsdg tel-
us VU3




jestilését:

s o v uy + v
Lu+v)=L({u2 | + [v2])=L([ uz2+0v2 ):(U2+U2>
linearitds: u3 , U3 ) uz + v3 y
1 1
s (2 (0 (-2
U2 U2 Uz + V2
us V3
Uy A Ul A\ w
LA u) =LA | uz |) = L({ A-uz )‘(A-m)
homogenitds: 33 A us .,
1
= \- oy (U _ AU
() (2)- (2

Miwvel mindkét tulajdonsdgot teljesiti, L linedris leképezés.
Ha valaki jobban szeretné, a fenti két vizsgdlatot egyszerre is elvégezheti Megjegyzés 2 alapjdn:

u1 U1 ur + A vy
Llu+X-v)=L({uz | +A-{va])=L({us+A-v2])= (Zliizl>
u3 U3 ug + A - v3 2 2 =
[ v\ _ [ul+ AU
s ea-n = () - (1) = (A3
Mivel ez a feltétel teljestl, L linedris leképezés.
T x
Feladat 2. Legyen L a térbeli vektorok nytujtdsa/zsugoritdsa: L : R® — R3 L(|y]|) = c¢- |y ], ahol ¢
z z

rogzitett pozitiv szdm (¢ > 1 esetén nyudjtasrdl, 0 < ¢ < 1 esetén zsugoritasrdl beszéliink). Igazoljuk, hogy L
linearis leképezés!

Uy U1
Megoldas. Tekintsiik azu = |us | ésv = | v | tetszdleges R3-beli vektorokat, és legyen A € R tetszdleges.

u3 U3
Ellendrizzik a két tulajdonsdg teljesilését:

U U1 U] + v U] + v1
Llu+v)= L({uzs | + [v2|)=L(lus+va]|)=c- [ u2+vo
linearitds: us s us + U3 us + 3 =V
Uy V1 (5 VU1 uy +v1
L(g)—f—L(g):L( u9 )+L( V2 ):C- (%) +c- | v =c- | ug + vy
us V3 us V3 u3 + U3
U1 A Ul A Ul (25}
L()\Q)Z L()\ (%) )ZL( A'Ug ):C' )\'UQ =X-c- (%)
homogenitds: u3 A~ ug A us us =V
U7 (5%
ALlw)=AN-L(|uz|)=A-c- | us
us us
Mivel az dsszevont feltétel teljestil, L linedris leképezés.
x —x
Feladat 3. Igazoljuk, hogy a térbeli vektorok tiikrdzése az origéra: L :R> — R? L(|y|) = [ —y | linedris
z —z

leképezés!



I Megoldas. Ldsd az elézé feladat megolddsdt, ha ¢ = —1.

Feladat 4. Legyen L : R? — R? a sikbéli (hely)vektorok rogzitett ¢ szoggel by)
pozitiv (dramutaté jardséval ellentétes) irdnyban vald elforgatédsa az origé koriil.
Ennek hozzarendelési szabdlya a kovetkezéképpen adhatd meg:

(2) =12 = (Femten - venie) :

Igazoljuk, hogy L linedris leképezés!

Megoldas. A hozzdrendelési szabdly felirhato matriz-vektor szorzatként is:

L T ) = xcos(p) —ysin(¢)\  [cos¢ —sing| [z A ("
y)’  \xsin(¢) +ycos(¢)) ~ |sing cosd | \y) Yy
Mivel ¢ réogzitett (vagyis dllandd), ezért cos(¢) és sin(@) is konstansok. Ez azt jelenti, hogy A egy (2 X 2)-es
valds elemi mdtriz.

Innentél a feladatot visszavezetjik egy sokkal dltaldnosabb problémdra: ha egy vektortérbdl vektortérbe képezd
fligguény hozzdrendelési szabdlya mdtriz-vektor szorzat formdjdban adott, akkor vajon linedris leképezés-e?

Legyen L:V — W, L(v) = A-v, ahol V és W wvektorterek. Vajon linedris leképezés-e L?
Ennek meguvdlaszoldsdhoz a linearitdst és a homogenitdst kell ellendrizniink. Legyenek az u,v € V wvektorok és
A € R tetszdlegesek. Ekkor:

linearitds: L(u4+v)=A-(u+v)=A-u+ A-v= L(u) + L(v),
homogenitds: L(Au) = A-(Au) =A(A-u) = A L(w).

A mdtrizmiveletek tulajdonsdgait felhaszndlva ldthatjuk, hogy mindkét kritérium teljesil. Tehdt a fenti mdodon
(egy mdtriz és a vdltozdvektor szorzataként) megadott figgvények linedris leképezések.

Kiegészité anyag. De vajon miért ez a sikbéli forgatds hozzarendelési szabdlya?

!/ /
Legyen az (Zj) vektor képe az (Zj,) vektor: (Z,) =L (2) ). Irjuk fel az (;) vektort poldrkoordindtds alakban.:

x r cos(a
() - (i) R
y rsin(«)
ahol r az (Z) vektor hosszdt, a pedig az x-tengely pozitiv felével bezdrt szogét jeloli.

/

frjuk fel az (;,) képvektort is poldrkoordindtds alakban:

'\ [rcos(a+ ¢) @)
y' ) \rsin(a+ ¢)
Felhaszndlva az ismert trigonometrikus azonossdgokat:

cos(a + @) = cos(a) cos(¢) — sin(a) sin(¢)
sin(a + @) = cos(a) sin(@) + sin(a) cos(¢)

valamint az (1) és (2) dsszefiiggéseket, megkapjuk a forgatds hozzdrendelési szabdlydt:

<x) _ <7’ cos(a) cos(¢) — rsin(a) sin(¢)> _ (m cos(g) —ysin(¢)) _ {cosqﬁ ~sin ﬂ (x) |

y r cos(a) sin(¢) + 7 sin(a) cos(¢) xsin(@) + y cos(9) sing cosod | \y

Feladat 5. Igazoljuk, hogy az az L térbeli leképezés, amely el0szor az origéra tiikrozi, majd dupldjara nydjtja a
vektorokat, linearis leképezés! Adjuk meg a hozzarendelési szabalyt is!



Megoldas. Az el6z6 példakban ldathattuk, hogy a tikrozés és a nyujtds is linedris leképezés. Az eme két
leképezésbdl képzett dsszetett fligguény szintén linedris leképezés lesz Tétel 2 szerint. A hozzdrendelési szabdlyt
az osszetett fiigguényeknél szokdsos modon hatdrozhatjuk meg:

(x) tikriges (—x) nyigtds o, (—x) _ (—233)
Yy -y -y —2y)’
vagyis L(<;j>) = <:§Zj)

Feladat 6. Tekintsiik az L : R? — R? leképezést, amelyre L( )= <:vzy> Lineéris leképezés-e L 7

ISII S

u1 fUl
Megoldas. Legyenek u = |us |, v = [ vo | € R3 valamint A\ € R tetszblegesek. Ellenérizziik a homogenitdst!
us V3
Ennek bal oldala:
(1 )\Ul )
L [uz |)=L(| Mg |) = (Aug)(Aug) _ (Nuug ,
)\Ug )\U3
us AU,?,

Azonban a homogenitds a jobb oldalrdl indulva mdst ad:

u1 2
. U2\ [ Augus A Uuius

u3

Vagyis L(Au) # AL(u), ezért a homogenitds nem teljesil. Ennek kovetkeztében az L nem linedris leképezés! (A
mdsik tulajdonsdgot mdr meg sem kell vizsgdlni.)

Feladat 7. Tekintsikk az L : R? — R? leképezést, amelyre L((;)) = <Zzo7ig§) Lineéris leképezés-e L ?

Megoldas. Legyenek u = (Zl> és v = (v1> € R? valamint X € R tetszélegesek. Ellendrizziik a linearitdst!
2
Ennek bal oldala:

) R ) R ) I G G o s Bt v

Azonban a linearitds a jobb oldalrél indulva mdst ad:

U v\, [cos(uy) cos(v1)\ _ [cos(ur) + cos(vy)
I <u2>) + L <v2>) o <sm(u2)> + (sin(vg) -\ sin(ug) + sin(vs)
Vagyis L(u+v) # L(u) + L(v), ezért a linearitds nem teljesil. Ennek kivetkeztében az L nem linedris leképezés!
(A mdsik tulajdonsdgot mdr meg sem kell vizsgalni.)
Felvetddhet a kérdés: hogy lehet az, hogy a 4. feladatban szerepld origd korili forgatdsban is voltak trigonometrikus
fligguények, ugyanakkor az mégis linedris leképezés? A kiilonbség az, hogy amig jelen feladat hozzdrendelési

szabdlyaban a vdltozdink szinusza-koszinusza szerepel, a 4. feladatban egy régzitett ¢ szogfigguényei fordulnak
eld. Példdul a ¢ = 30°-0s pozitiv irdnyt forgatds hozzdrendelési szabdlya:

V3

v 1
()-# G- Gy -7
2



I Vagyis - mivel ¢ rogzitett - a hozzdrendelési szabdlyban a vdltozdk linedris kombindcidi szerepelnek.

Feladat 8. Tekintsiik az L : R? — R? fiiggvényt, amely a v € R? vektorokat az a € R3, a # 0 vektorral eltolja:
L(v) = v + a. Linedris leképezés-e L ?
Megoldas. Ellendrizziik a linearitdst:

Lu+v)=u+v+a !
Lu)+Llv)=u+a+v+a=u+v+2a

Ez nem teljesiil, ezért az L nem homogén linedris leképezés! (A mdsik tulajdonsdgot mdr meg sem kell vizsgdlni.)

Feladat 9. Tekintsiik a D : P, — P,_1 leképezést, amelyre D(p) = p’, ahol p’ a p polinom x szerinti derivéltja,
azaz a leképezés minden n-edfoki polinomhoz a derivéltjat rendeli:

(D)) @) = L@) =p(@)

Igazoljuk, hogy D egy homogén linearis leképezés!
Megoldas. Legyenck p(x) = ag + a1z + azx® + - + a,a™ és q(x) = by + byx + baz? + - -+ + ba™ tetszbleges

"vektorar” P,,-nek.
Ellendrizzik a linearitdst! Ennek bal oldala:

D(p(x) +q(as)) = D(ao + a1z + asx? + -+ anx™ + by + bz + box? +---+bnx") =
- D((ao +bo) + (a1 + by)x + (az + b))z + - + (an + bn)x") -
= (a1 +b1) +2(ay + b))z + -+ n(a, +by)az" !
A linearitds jobb oldala:
D(p(x)) + D(q(m)) = D(ao +arr+apr? + -+ anm”) + D(bo + bz +box? -+ bnx"> =

= a1 +2a92 + -+ naz™ L+ by + 29z + -+ nby” =
(ay 4+ b1) +2(ag + b2)x + - - -+ n(an + by )" *

Ugyanazt kaptuk mindkét oldalon, tehdt a linearitds teljesil.
Most nézziik a homogenitds bal oldaldt:

D()\ p(x)) = D()\(ao +ax+asx®+--+ a,m")) = D()\ao + a1z + Nagz? + - + )\anm"> =
= Aaj + 2 asx + -+ - + nAaz” !
A homogenitds jobb oldala:
A D(p(ac)) =\ D(ao +axtasx®+---+ anm"> = )\(al +2a0x + -+ nanx"_l) =
= a1 + 2 asx + - - + napz"

Ugyanazt kaptuk mindkét oldalon, tehdt a homogenitds s teljesil. Mivel a homogenitds és a linearitds is teljestil,
L linedris leképezés.

T
Feladat 10. Adott a Hossz : R? — R leképezés, amely minden |y | € R3 vektorhoz annak hosszét rendeli:
z

x
Hossz(| y |) = v/22 + y? + 22. Linedris-e ez a leképezés?
z



U1 U1

Megoldas. Legyenek u= [ us | ésv = | vy | térbeli vektorok és \ € R.
us U3
Most ellenérizziik elészor a homogenitast!

Uy Aug
Hossz()\ g) = Hossz()\ | ue ) = Hossz( Ay ) = \/)\QU% + A2u3 + A2ud =
us )\Ug

= VA2 Ju +ud+uf=|\ Hossz(u) # \-Hossz(u)

Ldthato, hogy negativ A szorzokra mdr nem teljesil az osszefliggés, tehdt Hossz nem linedris leképezés.
Megjegyezziik, hogy ha valaki a linearitdssal kezdi a vizsgdlatot, hasonlo eredményre jut. Itt azt kellene beldtni,

hogy
Hossz (g + Q) = Hossz (g) + Hossz (y)

azonban a hdromszég-egyenldtlenség miatt altaldnossdgban a
Hossz (g + Q) < Hossz (g) + Hossz (y)

osszefliggés az igaz, vagyis a linearitds tetszdleges u és v vektorok esetén nem teljestl.

Feladat 11. Mi a kozos azokban az 1 - 10. feladatokban szereplo fiiggvényekben, amelyek linearis leképezésnek
bizonyultak? Valasszuk ki azokat a linedris leképezéseket, amelyek egyben linedris transzformdcidk is!

Megoldas. Linedris leképezések a 1, 2, 3, 4, 5, 9. feladatokban szerepld fiigguények voltak. Kézés jellemzdjiik,
hogy hozzdrendelési szabdlyukban a vdltozovektor komponenseinek csak a linedris kombindcioi fordulnak eld, mds
eqyéb figguényei nem. (A 9. feladatndl a polinomok egyiitthatdinak a linedris kombindcidi fordulnak eld.)

A linedris transzformdcidk olyan linedris leképezések, amelyeknél V.= W (vagyis ugyanonnan ugyanoda
képeznek, ilyenek a 2, 3, 4, 5. feladatokban szerepelnek.

Az 1. feladatban szerepld linedris leképezést, amely térbeli vektorokat vetit az xy-sikra, igy definialtuk:

xT
L:R* =R L(|y ):(x)
, y

Ha ezt térbdl-térbe képezd leképezésként definidltuk volna az aldbbiak szerint:

L:R* =R L(

[SERSI
I
ow r

ez is linedris transzformdcid lenne.
Hasonloan, ha a 9. feladatban szereplé polinom derivdldst D : P, — P,_1 helyett D : P, — P, tipusi
fiigguényként értelmeznénk, ez is linedris transzformdcio lenne.

3 Feladatok: magtér, képtér, dimenziotétel

Feladat 12. Adjuk meg az 1, 3, 4, 9. feladatokban szerepl6 leképezések magterét és képterét! Ellenérizzik a
dimenziététel teljesiilését!

x
Megoldas. o 1. feladat: térbeli vektorok merdleges vetitése az xy-sikra, L :R?> - R?, L(|y|) = (i)
z

A képtér a leképezés értékkészlete, vagyis az dsszes olyan vektort tartalmazo halmaz, amely képvektorként
eléfordulhat. Mivel az Osszes térbeli vektort levetitjik az xy-sikra, igy a képtér maga az xy-sik lesz, azaz



im(L) = R?.
Melyek lehetnek azok a vektorok, amelyekhez a leképezés a sik nullvektorat rendeli hozzd? A wdlaszhoz

kétféleképpen is eljuthatunk. Geometriai megkézelitéssel, ha a z tengely bdrmely vektordt merdlegesen
vetitjuk az xy-sikra, nullvektort kapunk, vagyis

0
ker(L) = 0]]zeR
z

A 7kiszamolds” megkozelités ugyanezt adja eredményil: ha a ker(L) definicidja alapjdn a hozzdrendelési

x
szabdlyt egyenldvé tessziik a nullvektorral, vagyis L(| y |) = (z) = (8), akkor kijon, hogy © =y = 0,
z

ugyanakkor a harmadik koordindtdra nincs megkotés, tehdt z € R tetszéleges.

A dimenzidtétel alkalmazdsdhoz meg kell hatdroznunk az adott vektorterek dimenzidit. Az im(L) = R?
bdzisainak elemszdma 2 (pl. egy ilyen a kanonikus, sikbéli i,j vektorbdl allé bdzis), igy dim(im(L)) = 2.
A ker(L) a z tengely dsszes vektorait tartalmazd vektortér. Ennek eqy lehetséges bdzisa dllhat pl. a térbeli
kanonikus bdzis k vektordbol, vagyis dim(ker(L)) = 1. A kiinduldsi tér V = R? bdzisainak elemszima 3
(ldsd pl. a térbeli kanonikus bdzist: {i,j,k}). Innen a dimenzidtétel ellendrzése:

dim(ker(L)) + dim(im(L)) = dim(V)
1 + 2 = 3
x —x
3. feladat: a térbeli vektorok tikrézése az origéra, L:R3 = R3, L([y|)= | —vy
z -z

A leképezés eredményeként térbeli vektorokat kapunk, és minden R3-beli elemhez van olyan kiinduldsi térbeli
vektor, aminek ez a képe, ezért im(L) = R3.

Mivel a leképezés minden v -hez az ellentettjét (—uv-t) rendeli, egyedil a nullvektornak a képe lesz a nul-
0

lvektor, azaz ker(L) = 0
0

A dimenzidk: dim(V) = dim(R?) = 3, dim(im(L)) = 3, dim(ker(L)) = 0. A dimenzidtétel teljesiil:

dim(ker(L)) + dim(im(L)) = dim(V)
0 + 3 = 3

4 feladat: L : R? — R2, L a sikbéli (hely)vektorok régzitett ¢ széggel pozitiv irdnyban vald elforgatdsa az
origo korul.
Itt minden olyan R2-beli vektorhoz taldlhaté olyan vektor, amelynek ez az elforgatottja, tehdt im(L) = R2.

A nullvektor hossza 0. A forgatds a vektor hosszdt nem wvdltoztatja meg, ezért csak 0 hosszusdgu vektor
elforgatdsdval kaphatunk 0 hosszisdgu vektort, vagyis csak a nullvektor képe lehet a nullvektor. Igy ker(L) =

{<8) } A dimenzick: dim(ker(L)) =0, dim(im(L)) = 2, dim(V') = 2. A dimenzidtétel itt is teljesil:

dim(ker(L)) + dim(im(L)) = dim(V)
0 + 2 = 2

9 feladat: a D : P, — P,_1 leképezés minden p polinomhoz a derivdltjdt rendeli: D(p) = p', ahol p'(x) a
p(x) polinom x szerinti derivdltja. (Itt P, a maximum n-edfokid polinomok terét jeloli.)

Tudjuk, hogy bdrmely maximum (n — 1)-edfoki polinomhoz taldlunk olyan n-edfoki polinomot, amelynek
ez a derwdltja, igy a képtérben az dsszes, legfeljebb (n — 1)-edfokd polinom szerepel, azaz: im(D) = P,_1.
A P,_1 tér nullvektora az azonosan nulla polinom lesz, vagyis a p(xz) = 0 polinom. Mely polinomok
deridldsdval kapjuk ezt? A nulladfokd polinomokéval, mert ha q(z) = ¢, ¢ € R, akkor ¢'(z) = ¢ = 0.
Vagyis a magtér az dsszes nulladfokd polinomot tartalmazza: ker(D) = Py.



Mivel P, “kanonikus” bdzisinak (az {1,x,x2,...,x”} bdzisnak) az elemszdma n + 1, a dimenzidk a
kovetkezok lesznek:

dim(ker(D)) = dim(Py) =1, dim(im(D)) = dim(P,—1) =n, dim(V)=dim(P,)=n+1

Ellendrizzik a dimenzidtételt:

dim(ker(L)) + dim(im(L)) = dim(V)
1 + n = n+l1
a b 2a—0b
Feladat 13. Legyen L : R?*? — R3 [ <[c d}) = 0 linedris leképezés. Adjuk meg az L magterét,
3c

képterét, és ellendrizziik a dimenzidtétel teljesiilését!

Megoldas. Milyen R?*2-beli 7vektorok” képe lesz az R>-beli nullvektor? Ha a kiinduldsi térbeli mdtrizokban
b= 2a és ¢c = 0 paramétereket vdlasztunk, képvektorként a nullvektort kapjuk:

(5 )
ker(L) = {[3 2;‘] a,deR}

A képteret az Osszes lehetséges olyan W = R3-beli vektor alkotja, amit a leképezéssel kaphatunk:

fgy a leképezés magtere az aldbbi lesz:

s
im(L) = 0]|steR
t

A kiinduldsi tér eqy lehetséges bdzisa:

1 0] fo 1] [o 0] [o 0
0 0[lo o[t oo 1ff"

ennek elemszdma megadja a kitnduldsi tér dimenzidjdt: dim(V) = dim(R?*?) = 4. A magtér egy lehetséges

bdazisa: _ o _
1 2 0 0
0 0]7[0 1]J~

ennek elemszama 2, ezért dim(ker(L)) = 2. A képtér egy lehetséges bdzisa:

1\ /o
{B,E}=q1(0].({0]) ¢
0/ \1

ennek elemszdma adja a képtér dimenzidjat: dim(im(L)) = 2. Innen mdr ellendrizhetjik a dimenzidtételt:
dim(ker(L)) + dim(im(L)) = dim(V)
2 + 2 = 4
4 Feladatok: sajatérték, sajatvektor

Feladat 14. Ertelmezziik az 1. feladatban szerepld linearis leképezést gy, hogy térbeli vektorokhoz térbeli vek-
torokat rendel! L egy olyan linedris transzformdcio, amely a térbeli vektorokat mer6legesen vetiti a térbeli ko-



ordinatarendszer xy-sikjara (ahol z = 0):

L:R3> 5 R3 I

IS IS
~—
Il
ow 8

Adjuk meg ennek a linearis transzforméciénak a sajatvektorait és a hozzajuk tartozé sajatértékeket!

Megoldas. A merdleges vetitést végrehajtva mely vektorok képe lesz az eredetivel parhuzamos?
Egyrészt minden xy-sikon lévd vektor képe onmaga:

8

L
y| —1-1y
0 0

vagyis az osszes xy-sikon fekvd vektor (kiwéve a nullvektort, amit definicid szerint kizdrunk) az L transzformdcid
sajdatvektora, A = 1 sajdtértékkel.
Masrészt a z tengely vektorait merdlegesen vetitve az xy-sikra nullvektort kapunk:

0 0 0
ol o-(o] =10
z z 0

vagyis a z tengely Osszes vektora (kivéve a nullvektort, amit definicid szerint kizdrunk) az L transzformdcid
sajatvektora, N = 0 sajdtértékkel.

Feladat 15. Hatarozzuk meg a 3. feladatban szereplo origéra tiikrozés sajatvektorait és a hozzdjuk tartozé
sajatértékeket!

Megoldas. Ez a transzformdcio térbeli vektorokat tikroz az origora. A kérdés itt is az, hogy mely vektorok képe
lesz az eredetivel pdrhuzamos?
A walasz egyszeri: mindegyik, ugyanis minden vektort a —1-szeresébe visz dt:

L
v— —1v

vagyis az L sajdtvektorai:
veR? v#£0

(a nullvektort kizdrjuk), a hozzdjuk tartozd sajatérték pedig A = —1.

Feladat 16. Legyen L egy sikbdl-sikba képez6 transzformacié, amely az xy-sik
vektorait tiikkrozi az y = = egyenesre! Adjuk meg L sajatvektorait és a hozzdjuk
tartozé sajatértékeket!

Megoldas. Az dbrdn a zold szind vektor (a) és a hozzd tartozd képvektor (L(a)) mutatja a transzformdcid
mikddését. Mely vektorok képe lesz az eredetivel pdrhuzamos?
FEszrevehetjik, hogy az y = x egyenesen elhelyezkedd vektorokat a transzformdcio nem vdltoztatja meg:

5= ()
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vagyis ezek a vektorok (a nullvektor kivételével) sajdtvektorai lesznek a transzformdcionak, A = 1 sajdtértékkel.
A képen pirossal jelolt b vektor ilyen.
Ezen kivil azokat a vektorokat, amelyek merdlegesek az y = x egyenesre, a transzformdcio énmaguk ellen-

tettjébe viszi dt:
x L x
(22) =)
—x —x

Ezek a vektorok (a nullvektor kivételével) szintén sajdtvektorai a transzformdcidnak, X = —1 sajdtértékkel. A
képen lildval jelolt ¢ vektor ilyen.

Feladat 17. Hatdrozzuk meg a 4. feladatban szerepl6 transzformdci6 - sikbéli (hely)vektorok elforgatdsa pozitiv
irdnyba ¢ szoggel - sajatvektorait és a hozzdjuk tartozé sajatértékeket, ha ¢ = 90° !

Megoldas. Melyik vektor 90°-o0s elforgatottja lesz az eredetivel pdrhuzamos?

Mivel a nullvektort kizdrjuk a sajdtvektorok kézil, ezért semelyik - vagyis nincs R2-beli sajdtvektora a transz-
formdcionak. (Ellenben C2-beli sajdtvektorai vannak - C itt a komplex szdmok halmazdt jeloli - de ezt még nem
tanultuk.)

L(a)

Feladat 18. Legyen L : R® — R3 a z tengely koriili pozitiv irdnyd ¢ = 90°-o0s
forgatas! Adjuk meg a transzformécié sajatértékeit, sajatvektorait!

<V

X

Megoldas. Mit is csindl pontosan ez a transzformdcié? Ha felilrdl (a z tengely csicsdrdl) nézzik, egy forgatdst
latunk az zy-sikon. Ugyanakkor, ha ”oldalrol” nézzik a transzformdcio mikodését, észrevehetjik, hogy a vektorok
z koordindtdit nem vdltoztatja meg.

Azt mar tudjuk, hogy a 90°-o0s forgatdsnak nincsenek (valds) sajdtvektorai. Viszont a transzformdcid a z
tengelyen elhelyezkedd vektorokat onmagukba viszi dt:

I

igy ezek sajdtvektorai lesznek L-nek (kivéve a nullvektort, amit kizdrunk), X = 1 sajdtértékkel.

Feladat 19. Legyen az L olyan fiiggvény, amely a (2 x 2)-es matrixokhoz azok transzponaltjit rendeli:
L:R*? 5 R*2 [(A)=A"

Mutassuk meg, hogy L linearis transzformacié! Adjuk meg L sajatvektorait és a hozzajuk tartozé sajatértékeket!

Megoldas. FEldszor is meguizsgdljuk, hogy L linedris leképezés-e, vagyis ellendrizzik a két tulajdonsdg tel-
jestilését:

imearitds: | LA+B) = (A+ BT = AT+ BT _

inearitds: L(A) + L(B) = AT + BT a
P A

homogenitds: A-L(A) =\ AT =V
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Mivel mindkettd teljesiil, L linedris leképezés. Tovdbbd, mivel V. és W ugyanaz a vektortér: V.= W = R?*2,
ezért L linedris transzformdcio.
Irjuk fel a hozzdrendelési szabdlyt részletesebben:

a bl L |la c
L d}%[b d]’ a,b,c,d € R

Lathatjuk, hogy b és ¢ felcserélddnek, a tobbi elem mem wvdltozik. A kérdés, hogy mely "vektorokat” wvisz dt a
transzformdcid énmaga szamszorosiba? Kézenfekvd dtlet lehet, hogy b = ¢ esetén a transzpondlds semmin nem

valtoztat:
a b £> 1. a b
b d b d

[z Z] . abdeR

Vagyis az

alaki (2x2)-es mdtrizok az L sajdtvektorai, A = 1 sajdtértékkel. Kivétel ez aldl a (2 x 2)-es nullmdtriz, mert azt
a definicioban kizdrtuk (mint R**2 nullvektordt).

Kevésbé kézenfekvd, de hab és ¢ egymds ellentettjei (c = —b) ésa = d = 0, az ilyen mdtrizokat a transzpondlds
onmaguk (—1)-szeresébe viszi dt:

0 bl Lo —b 0 b
R R RN A

Vagyis a
0 b
[—b O]’ beR, b#0
alaku "vektorok” az L sajdtvektorai, A = —1 sajatértékkel.

Feladat 20. Tekintsiik ismét a 9. feladatban szereplé polinom derivalast P,-bol P,-be mutaté leképezésként,
vagyis linedris transzformdcidként! Ennek hozzdrendelési szabdlya

D:P,— P, D@ =p

ahol p’ a p polinom z szerinti derivaltja, azaz a transzformacié minden n-edfoki polinomhoz a derivaltjat rendeli.
Adjuk meg D sajatvektorait és a kapcsol6do sajatértékeket!

Megoldéds. Ha a p(x) egy polinom, akkor a derivdlds miatt p’'(z) rendszerint p(x)-nél eggyel alacsonyabb
fokszdma polinom. Ez aldl kivételt jelentenek a p(z) = ¢, ¢ € R nulladfokd polinomok (konstans figgvények),
mert a derwdltjuk az azonosan nulla polinom:

d=0=0-c

Vagyis a D transzformdcid sajdtvektorai a nulladfokid polinomok: p(x) = ¢, ¢ € R, ¢ # 0, a hozzdjuk tartozd
sajdtérték pedig X\ = 0. (A p(x) = 0 polinomot, mint P, nullvektordt zdrtuk ki a ¢ # 0 feltétellel.)
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