LinAlgDM II. 1-3. gyakorlat: Linearis leképezések, képtér, magtér,
sajatérték, sajatvektor

2023. mércius 9-10.

1 Elméleti osszefoglald

P
Definition 1. (Homogén) linedris leképezés

Legyenek V' és W vektorterek. Az L : V — W filiggvényt homogén linedris leképezésnek, vagy réviden linedris
leképezésnek nevezziik, ha teljesiti az alabbi két tulajdonsigot:

(a) (linearitds) minden u,v € V esetén L(u + v) = L(u) + L(v),
(b) (homogenités) minden u € V és minden A € R esetén L(Au) = AL(u).

Két fontos elnevezés: Ha w = L(u), akkor w az u vektor (L melletti) képe, mig u a w vektor (L melletti) dse (vagy
Ssképe).

Megjegyzés 1. A linedris leképezés és a homogén linedris leképezés kifejezések pontosan ugyanazt jelentik! Ha a
definiciéban szerepl6 két tulajdonsag koziil csak az egyik teljesiil, L-et sem homogén linedris leképezésnek, sem linedris
leképezésnek nem nevezhetjiik!

Megjegyzés 2. A definiciéban szerepld két feltétel egy feltételként is leirhato:
(a,b) (homogenités + linearitds) minden u,v € V és minden A € R esetén L(u+ Av) = L(u) + AL(v).

Megjegyzés 3. Ha az értelmezési tartomdny és az értékkészlet ugyanaz a vektortér (V = W), akkor az L : V — V
(homogén) linedris leképezést (homogén) linedris transzformdéciénak nevezziik.

Megjegyzés 4. Gyakran el6fordul, hogy V vagy W a sikkal vagy a térrel egyenlé. Ennek kapcsan hangsilyozni szeretnénk

a vektortereknél tanultakat: R? és R® vektorait mindig helyvektorként, vagyis origébdl indulé vektorként értelmezziik!
|
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Theorem 2. Két (homogén) linedris leképezés Osszetett fiiggvénye

Két tetszéleges (homogén) linedris leképezésbdl képzett Osszetett fliggvény — ha létezik —, szintén (homogén) linedris
leképezés.
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Egy L:V — W (homogén) linedris leképezés tovabbi fontos tulajdonsigai:

1. Nullvektor képe nullvektor: Jelolje 0, € V és 0, € W a V és W vektorterek Osszeaddsra vonatkoztatott
egységelemeit (azaz nullvektorait). Ekkor |L(0,) = 0,/

2. Kivonds: L(u —v) = L(u) — L(v) mivel L(u —v) = L(u+ (=1)v) = L(w) + (-1)L(v).

3. Linearis kombindciét linedris kombinaciéba visz at: [L(clyl +- o +emy,,) =al(v)+-+ cmL(ym)]
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Definition 3. Képtér

Legyenek V' és W vektorterek, L : V. — W (homogén) linedris leképezés. Azon W-beli vektorok Osszességét, amelyek
valamely V-beli vektor (L melletti) képei, az L leképezés képterének nevezziik. Jelolése: im(L). Vagyis:

im(L) ={y e W| 3z € V,y = L(z)}.

Megjegyzés 5. A definiciébdl adéddéan az L leképezés képtere pontosan az L leképezés értékkészlete.

Megjegyzés 6. im(L) egy W-beli halmaz.
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Definition 4. Magtér

Legyenek V és W vektorterek, L : V — W (homogén) linedris leképezés. Azon V-beli vektorok osszességét, amelyek (L
melletti) képe a W vektortér nullvektora, az L leképezés magterének nevezziik. Jelolése: ker(L). Vagyis:

ker(L) = {z € V|L(z) =0y }.

Megjegyzés 7. ker(L) egy V-beli halmaz.

Theorem 5. Képtér, magtér alteret alkotnak

Legyenek V és W vektorterek, L : V. — W (homogén) linedris leképezés. Ekkor ker(L) alteret alkot V-ben, és im(L)
alteret alkot W-ben.

Megjegyzés 8. Alterekrdl tanultuk, hogy maguk is vektorteret alkotnak. Tehdt ker(L) (a V-n értelmezett miiveletekkel),
és im(L) (a W-n értelmezett miiveletekkel) vektorteret alkotnak.

Theorem 6. Dimenziététel

Legyenek V és W vektorterek, L : V — W (homogén) linedris leképezés. Ekkor
dim(ker(L)) + dim(im(L)) = dim(V)

Megjegyzés 9. Ismétlés: Adott vektortér dimenzidja a vektortér valamely bézisdnak az elemszdma. (Adott vektortérben
minden bézis ugyanannyi vektorbdl all).

Megjegyzés 10. dim(V) a kiindulési tér dimenzidja, dim(im(L)) mutatja meg, hogy a leképezés ebbdl hany dimenziét
”tart meg” (vagyis mennyit sikertil "atvinni” a képtérbe), mig dim(ker(L)) a leképezés sordn ”elvesztett” dimenzidk
szama.

Definition 7. Sajatérték, sajatvektor

Legyen V vektortér, L : V — V (homogén) linedris transzformdcid. Azt a v € V vektort, amelyre igaz, hogy
Lv)=X-v, v#0
ahol A € R, az L transzformécié sajatvektoranak nevezziik. Ekkor A a v-hez tartozé sajatérték.

Megjegyzés 11. Az L sajitvektorai parhuzamosak a képiikkel: v || L(v), a nyujtds mértékét a A hatdrozza meg.
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2 Feladatok: linearis leképezések

x
Feladat 1. Legyen L a térbeli vektorok merSleges vetitése az xy-sikra: L:R3 — R2 L(|y |) = (j) Igazoljuk,
z
hogy L lineéris leképezés!
x x
Feladat 2. Legyen L a térbeli vektorok nytujtdsa/zsugoritdasa: L : R® — R3 L(|y]|) = c¢- |y |, ahol ¢
z z

rogzitett pozitiv szdm (¢ > 1 esetén nytdjtasrdl, 0 < ¢ < 1 esetén zsugoritdsrdl beszéliink). Igazoljuk, hogy L
lineéris leképezés!

x —x
Feladat 3. Igazoljuk, hogy a térbeli vektorok tiikrdzése az origéra: L :R3 — R? L(|y|) = [ —y | linedris

z —z
leképezés!



Feladat 4. Legyen L : R? — R? a sikbéli (hely)vektorok rogzitett ¢ szoggel k)
pozitiv (dramutaté jardsdval ellentétes) irdnyban valé elforgatésa az origd koriil.
Ennek hozzarendelési szabalya a kovetkezoképpen adhaté meg:

(2) = 2(2)) = (2te) o :

Igazoljuk, hogy L linearis leképezés!

Feladat 5. Igazoljuk, hogy az az L térbeli leképezés, amely elOszor az origéra tiikrozi, majd duplajara nyujtja a
vektorokat, linearis leképezés! Adjuk meg a hozzarendelési szabalyt is!

x
Feladat 6. Tekintsiik az L : R? — R? leképezést, amelyre L(| y |) = (xzy) Lineéris leképezés-e L 7
z

cos(x)

Feladat 7. Tekintsiik az L : R?> — R? leképezést, amelyre L( (a:)) = ( .
y sin(y)

). Lineéris leképezés-e L ?

Feladat 8. Tekintsiik az L : R® — R3 fiiggvényt, amely a v € R3 vektorokat az a € R3, a # 0 vektorral eltolja:
L(v) = v+ a. Linedris leképezés-e L ?

Feladat 9. Tekintsiik a D : P, — P,,_; leképezést, amelyre D(p) = p/, ahol p’ a p polinom z szerinti derivéaltja,
azaz a leképezés minden n-edfoki polinomhoz a derivéltjat rendeli:

(D)) (@) = L) =)

Igazoljuk, hogy D egy homogén linedris leképezés!
x

Feladat 10. Adott a Hossz : R? — R leképezés, amely minden [y | € R? vektorhoz annak hosszdt rendeli:
z

x
Hossz(|y |) = Va2 + y? + 22. Linedris-e ez a leképezés?
z

Feladat 11. Mi a kozos azokban az 1 - 10. feladatokban szereplo fiiggvényekben, amelyek linearis leképezésnek
bizonyultak? Valasszuk ki azokat a linedris leképezéseket, amelyek egyben linedris transzformdcidk is!

3 Feladatok: magtér, képtér, dimenzidtétel

Feladat 12. Adjuk meg az 1, 3, 4, 9. feladatokban szerepld leképezések magterét és képterét! Ellendrizziik a
dimenziététel teljesiilését!

2a —b

Feladat 13. Legyen L : R?*? — R3 [ ([ZL Z}) = 0 linedris leképezés. Adjuk meg az L magterét,
3c

képterét, és ellendrizziik a dimenzidtétel teljesiilését!



4 Feladatok: sajatérték, sajatvektor
Feladat 14. Ertelmezziik az 1. feladatban szerepld linearis leképezést gy, hogy térbeli vektorokhoz térbeli vek-

torokat rendel! L egy olyan linedris transzformdcio, amely a térbeli vektorokat merélegesen vetiti a térbeli ko-
ordindtarendszer xy-sikjara (ahol z = 0):

L:R3> = R3 I
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Adjuk meg ennek a linedris transzforméacionak a sajatvektorait és a hozzajuk tartozé sajatértékeket!

Feladat 15. Hatdrozzuk meg a 3. feladatban szereplé origéra tiikrozés sajatvektorait és a hozzdjuk tartozéd
sajatértékeket!

Feladat 16. Legyen L egy sikbél-sikba képezo transzformaécio, amely az xy-sik
vektorait tiikrozi az y = x egyenesre! Adjuk meg L sajatvektorait és a hozzajuk
tartozé sajatértékeket!

Feladat 17. Hatdrozzuk meg a 4. feladatban szerepld transzformdci6 - sikbéli (hely)vektorok elforgatdsa pozitiv
irdnyba ¢ szoggel - sajatvektorait és a hozzajuk tartozd sajatértékeket, ha ¢ = 90° !

L(a)

I

Feladat 18. Legyen L : R® — R3 a z tengely koriili pozitiv irdnyd ¢ = 90°-o0s
forgatas! Adjuk meg a transzformécié sajatértékeit, sajatvektorait!

<V

X

Feladat 19. Legyen az L olyan fiiggvény, amely a (2 x 2)-es matrixokhoz azok transzponaltjit rendeli:
L:R*2 4, R?>*2 [(A)= AT
Mutassuk meg, hogy L linedaris transzformacié! Adjuk meg L sajatvektorait és a hozzdjuk tartozé sajatértékeket!
Feladat 20. Tekintsiik ismét a 9. feladatban szereplé polinom derivalast P,-bol P,-be mutaté leképezésként,
vagyis linedris transzformdcidként! Ennek hozzdrendelési szabdlya
D:P,— P, D(p=p

ahol p’ a p polinom z szerinti derivaltja, azaz a transzformdacié minden n-edfoki polinomhoz a derivaltjat rendeli.
Adjuk meg D sajatvektorait és a kapcsol6do sajatértékeket!
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