PPKE ITK Diszkrét matematika
MATEMATIKAI LOGIKA

MATEMATIKAI LOGIKA
NULLADRENDU LOGIKA (ITELETKALKULUS)

A logikat, mint a filozofia egy részét, mar az okori a gorog tudosok is igen magas szinten mivelték,
pl. Platon (Kr. e. 427- Kr. e. 347), Arisztotelész (Kr.e. 384- Kr. e. 311), Euklidész (Kr. e. 300 kortil
sziiletett). Az Un. matematikai logika azonban csak XIX. szdzadban fejlodott ki. Sok vilaghira
matematikus foglalkozott logikaval, a magyar matematikusok koziil pédaul Bereczki Ilona, Kalmar
Laszl6, Neumann Janos, Péter Rozsa, Pasztorné Varga Katalin, Urban Janos, Lovasz Laszlo.

E fejezet célja, hogy mindazon matematikai logikai ismereteket Osszefoglalja, amelyek alapjan
megérthetjik majd a mesterséges intelligencidban alkalmazott, logikai alapt kovetkeztetd,
dontéselokészitd, szakértd rendszereket, ¢és logikai alapu programnyelveket, pl. a Prolog
Programming in Logic) nyelvet. A Prolog nyelvnek fontos magyar vonatkozasa is van: Szeredi Péter
¢s Futd Ivan fejlesztették ki annak modularis valtozatit, amely abban az idében nagy eldrelépést
jelentett.

Az itt tanultakat a Mesterséges intelligencia tantargy nemcsak felhasznalja, hanem tovabbi fontos
ismeretekkel is kiegésziti majd.

Mesterséges Intelligencia (MI) igen nagy részének matematikai alapja a matematikai logika. Az
automatizalt gyartésorok, robotok miikodésében pedig az MI igen nagy szerepet jatszik.

Az igazsag az, hogy az emberi kovetkeztetés nem a logika szabalyai szerint torténik. Az emberi
intuicio az, amit a logika sem tud potolni, s6t esetenként a matematikai szigorusag rugalmatlansaga
akadalyozhatja a kovetkeztetést. Ezzel egyiitt a logika mégis az emberi gondolkodas egyfajta
modelljének tekinthetd, kiillondsen a XX. szazadtdl bevezetett Ujfajta logikdk: tobbértéki, fuzzy,
temporalis, modalis logikak, melyekben példaul az igazsagértékek az igaz-hamis klasszikus
modelltdl eltéréen finomodhatnak (igaz, hamis, részben igaz, A matematikai logikat a gondolkodas
tudomanyanak is nevezik. A matematikai logika f6 feladata helyes kovetkeztetési sémak kialakitdsa,
helyességiik bizonyitésa.

(tobbnyire igaz, stb.), lehetdség van az id6beliség modellezésére és sok minden egyéb olyan
folyamat leirasara, amely a mindennapos gondolkodasunkban el6fordulhat. A Mesterséges
Intelligencia nevét onnan kapta, hogy az itt kidolgozott programok, algoritmusok, modszerek az
emberi gondolkodast probaljak utanozni, és a technikaban alkalmazhatova tenni. Ez manapsag mar
igen sikeresnek mondhato: példaul az Un. ,,0kos” termékek mar mindenki altal elérhetdek.

E logikardl szolo fejezetekben tehat megadjuk azokat az alapokat, melyek segitségével az
automatikus tételbizonyitds megérthetd. Ez az Gt azonban nagyon hasznos szemléletet is ad mas

intelligens rendszerek mitkodésének megértésehez.

Az alabbi abra az itt tanultak szerepét szemlélteti.
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Logikai alapok

A 4

Automatikus tételbizonyitas

A 4

Programozasi nyelvek PROLOG

\ 4

Nulladrendii logika (itéletkalkulus)

A nulladrendii logika egy formalis nyelv. Minden formalizalt nyelv ket fontos részbdl
all: a szintaxis részbdl és a szemantika részbol. A szintaxis megadja a nyelv elemeit és
felépitésének szabalyait, mig a szemantika mindezek értelmét irja le.

Szintaxis:
o Jelkészlet megadasa

e Formulaképzés szabalyai
Szemantika:

e A helyes szintaxisi formulak
jelentése
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Szintaxis

Jelkészlet:

4. Zargjelek

Formulak képzése:

1. Minden atom formula
2. Haa, B formula akkor —a., anB, avp, a—p is formulak
3. afenti két szabaly véges sokszori alkalmazéasaval kapjuk a formulakat

A magyar betiikkel az atomi formulédkat, a gorog betiikkel az 6sszetett formulakat jeloljik.

Szemantika
El6észor a jelkészlet elemeit értelmezziik.

A betiik az un. itéletvaltozok. Neviiket az indokolja, hogy a kdznapi nyelv kijelentd mondatainak,
kijelentéseinek felelnek meg. A klasszikus logikaban csak olyan kijelentésekre gondolunk, amelyek
igaz vagy hamis volta egyértelmiien eldonthetd. Ezaltal egyfajta itéletet képviselnek e mondatok.
Valtozok pedig azért, mert az eredeti kijelentés tartalmatol fliggetleniil, csakis annak igazsagértékeit
vehetik fel: az igaz, vagy a hamis értékek valamelyikét.

Az igazsagértékek tehat az itéletvaltozok lehetséges értékei, jeloljiikk ezek a halmazat I-vel. | csak a
klasszikus logikdban kételemii halmaz.

Azt a fliggvényt, amely a betiikkel jelolt valtozokhoz hozzéarendeli a lehetséges igazsagértékek
valamelyikét, interpretacionak hivjuk. (Az interpretdciok az igazsagtdbla atomokat tartalmazé
oszlopaiban talalhatok, ezen oszlopok minden egyes sora egy interpretacio.)

Praktikus, ha az I és H betiit kiemeljiik a betlik koziil, és rogzitjiik igazsagértékiiket - ezaltal e betiik
nem itéletvaltozok, hanem itéletkonstansok lesznek. Az 1 betli igazsagértéke minden
interpretacioban legyen igaz, a H betli igazsagértéke minden interpretaciéban legyen hamis. A
tobbi itéletvaltozd esetében az igazsagérték az interpretaciotol fiigg.

Tehat az itéletvaltozok és az itéletkonstansok az un. atomok, vagy atomi formulak, mert ezekbdl a
miuveletek segitségével épitjiik fel az dsszetett, nem atomi formulakat.

© Bércesné Novak Agnes 3



PPKE ITK Diszkrét matematika
MATEMATIKAI LOGIKA

A zarojelek értelmezése ¢és haszndlata a matematikaban szokasos modon torténik: Iényegében a
miveletek kiértékelési sorrendjét tudjuk altaluk meghatarozni.

A A, v, > Jelek az igazsagértékeken értelmezett miiveleteknek felelnek meg. E miiveletek koziil
csak az egy-, és kétvaltozos miiveletek koziil néhanynak van gyakorlati jelentGsége. A miiveletek

eredménynek megfeleld oszlopaban van.
A miiveleteket igazsagtablaval értelmezziik. Ennek elsd oszlopai az itéletvaltozok lehetséges értékeit
tartalmazzak, ezek tehat az Gin. interpretaciok. A tobbi oszlopban a miivelet eredményeképpen kapott
igazsagérték all.

Egyvaltozos miivelet

Negacio (tagadas):

Igazsagtablazat:

itéletvaltozé Itéletvaltozé tagadasa

A -A
lgaz Hamis
Hamis lgaz
T T
interpretaciok kiértékelések

A 4 egyvaltozos milvelet koziil csak a negacio 1ényeges, a tobbi a gyakorlatban alig fordul eld.
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Kétvaltozos muveletek

Altalaban infix jelolést hasznalunk.

Konjunkcio

AAB: informalis jelentése: ¢és.

Példa: Esik az esd és siit a nap.

Ezt a mondatot az AAB sémaval lehet jellemezni.

Mikor gondoljuk igaznak ezt a két kijelentés Osszetételével kapott mondatot?
A konjunkci6 akkor €s csak akkor igaz, ha mindkét valtozo igazsagértéke igaz.

Igazsagtablazat:
- [téletvaltozok Miivelet
= &,
3 A B AAB &
g | I | s
P o~
& | H H %
2 H | H &
= ~
H H H
Diszjunkcio

AvB: informalis jelentése: vagy .
Példa: Esik az es6 vagy siit a nap.

Ezt a mondatot az AvB sémaval lehet jellemezni.
Mikor gondoljuk igaznak ezt a két kijelentés osszetételével kapott mondatot?
A diszjunkci6 akkor és csak akkor hamis, ha mindkét valtozo igazsagértéke hamis.

Igazsagtablazat:

- itéletvaltozok Miivelet

= oy
@ A B AvB o
S I | | =
¢ ~
& | H | o
o o~
z: H | | %
~ H H H ~

Implikacio

A—B : informalis jelentése: ha A, akkor B.

Példa: Ha az iskolai tanulményai alatt a tanul6/hallgaté minden félévben legalabb jeles
atlageredményt ért el, akkor az dllam egy aranygytir(it ad ajandékba a diploma kiosztasakor.
(Valojaban ehhez még az is feltétel, hogy ne legyen harmasnal rosszabb jegye).

Ezt a mondatot az A—B sémaval lehet jellemezni.

Mikor gondoljuk igaznak ezt a két kijelentés dsszetételével kapott mondatot?
Az implikaci6 akkor €s csak akkor hamis, ha az eldtagja igaz, az utdtagja hamis.
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Igazsagtablazat:
5 . n Itéletvéltoz()kB Miivelet ~
3 | . s 3
g 3
g | H H o
c:%i H | | (‘;3‘
H H |

Feladatok:
Hény kétvaltozos miivelet van?
Mitdl fiigg az interpretaciok szama?

Példak kiértékelésre:

1. Adjameg az ((AvB) AC) - (Ar—B) formula kiértékelését minden interpretacioban!

(A |v B) C)

>

I~ |||~ |~ O

T —|—|TxT|—|—|Wm
___I___Il,

b e o Rl

I IT|T|— ||~ ||~ |>
o e e e el e o )

I
I
I
I
I
I
H
H

ITITT|T|I—|—|—|—|>

2. Adja meg az (A —B) A (AA—B) formula kiértékelését minden interpretacioban!

Megoldas:
A B |[(A|>|B)|A|(A|A]| —=B)
I I (1] IJH I |[Hl H
I H Il |[H{H|H| | |1 I
H I H|{IlI|I|H H|H| H
H H H| I |H/H H|H| |
3.
Adja meg az (A —-B) v (AA—B) formula kiértékelését minden interpretacidban!
A|B|A—>B|AA-B | (A>B)v(AA—-B)
|1 I H I
I /H H I I
H|l I H I
HIHl | H I
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Definicié: Tautolégia (azonosan igaz formula, érvényes formula): Az a formula, amely minden
interpretacioban igaz (példaul a 3. formula).

Definicié Kontradikcié (ellentmondas, azonosan hamis, kielégithetlen):Az a formula, amely
minden interpretacidban hamis (példaul a 2. formula).

A keétérteki logikaban érvényes az Gn. harmadik (érték) kizarasanak elve, amelyet példaul az alabbi
formulakkal is megfogalmazhatunk:

A~—A=H (kontradikcid) — ez azt jelenti, hogy az A itéletvaltozo6 az igaz, hamis értékek koziil
pontosan egyet vehet fel (kétértéki logika).

A v —A=I (tautoldgia) — ez informalisan azt jelenti, hogy az A itéletvaltoz6 az igaz, hamis értékek
koziil legalabb az egyiket felveszi.

Definicio: Modell: modellnek nevezziik azt az interpretaciot, amelyben a formula igaz.
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Feladatok:

Mi a tautologia tagadasa?
Mi a kontradikci6 tagadasa?
Héany modellje van az 1., 2., 3 példakban szerepl6é formulaknak?

kielégithetd formulak
van modellje
Formula:

tautologia
nincs modellje — kontradikci6, ellentmondas
Definicio: Ekvivalens két formula, o és 3, ha minden interpretacioban ugyanaz az igazsagértékiik.
(A két formula k6z0s igazsagtablajaban a kiértékelésnek megfeleld oszlopok azonosak)
Jelolés: a =P
Példak fontos ekvivalens formulakra:

1. A konjunktiv normalformara hozéashoz nélkiilozhetetlen:
o—>P=—avp

ol B lo—oB|-avp
] 1 I I
| | H| H H
Hi I I I
HiH| I I
2. De Morgan azonossag 1.
ﬁ(AVB)EﬁA/\ﬁB
A|B|AVB|-AA—B
{1 H H
Il |H| H H
Hil] | I
H{H| | I

3. De Morgan azonossag 2.
ﬁ(AAB)EﬁAVﬁB

—|(A/\B) —Av—-B

ITIT|—|—|>
I|—|IT|—|Wm
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A konjunkcio és diszjunkcio tulajdonsagai

l.a. AvB=BVA 1.b. AAB=BAA

2.a. (AvB)vC=Av(BVvC) 2.b. (AAB)AC=AA(BAC)

3.a. Av(AAB)=A 3.b. AA(AvVB)=A

4.a. IVA=I 4.b. HAA=H

5.a. Av(BAC)=(AvB)A(AVC) 5.b. AA(BvC)=(AAB)V(AAC)
6.a. Av—A=I 6.b. AA—A=H

Feladat: Igazolja igazsagtablazattal, hogy a fenti formulak valoban ekvivalensek!

Halmazelméletben is hasonlé azonossagok igazak:

l.a. AUB=BUA 1.b. AnB=BNA

2. a. (AuB)uUC=AU(BUC) 2.b. (AnB)NC=An(BNC)

3.a. AU(ANB)=A 3.b. An(AUB)=A

4.a.Uu A=U 4.b. TDnA=CJ

5.a. Au(BNC)= (AUB) N (ALC) 5.b. An(BUC)=(AnB) U(ANC)
6.a. AUA=U 6.b. An A=

Az olyan struktirdkat, amelyekben két miivelet van definidlva, és van két kitiintett elem, amelyekre a
fenti azonossagok igazak, BOOLE ALGEBRAnak nevezziik.

Tovabbi példa: a valoszinliségszamitasban Boole algebrat alkotnak az események.
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Tovabbi kétvaltozos mivelet
Ekvivalencia

Az ekvivalencia szot a logikdban egy kétvaltozds miiveletre is hasznaljuk. Az ekvivalencia, mint
miuvelet az implikaciobol €s a konjunkciobdl szarmaztathato:
Definicio: a<>p:= (a—>B)A(B—)
Az ekvivalencia akkor és csak akkor igaz, ha a és [ igazsagértéke egyforma.
Az ekvivalencia igazsagtablazata:

oa—p | B

I
H
I
I

o | (a—=>BAB—-a)
I

I —|IT|—=

_)
I
I
H
I

a
|
| H
H H
H |

Feladat:Ha a és B ekvivalens formulak, mit tudunk mondani az a<>f formularol?

Megjegyzés: Noha az alapjelkészletben nem szerepelt a <> jel, ezt hasznalhatjuk a definicidban
megadott formula roviditéseként.

Lemma: Minden (eddig felirt) igazsagtabla igaz ugy is, ha az atomok helyett formuldkat irunk.

Lemma: o és B akkor €s csak akkor ekvivalens, ha a<>f tautoldgia.
Bizonyitas: a. o ekvivalens f = o<>f tautoldgia.
Ha a és B igazsagértéke megegyezik, akkor az ekvivalencia definicioja miatt csak igaz
lehet=tautologia.
b. ha a«>p tautologia — csak igaz lehet, de ez pontosan akkor van, ha a és [ igazsagértéke
ugyanaz, vagyis o ekvivalens (.

Tétel: Ha a tautologia, akkor az itéletvaltozok helyébe formulédkat irva tautologiat kapunk.

Tétel: Ha a tautologia, akkor barmely részformula helyett azzal ekvivalens formulat irva tautologiat
kapunk.

ey

o= reflexiv _ _
< ha o= < a=p és B=a szimmetrikus Ekvivalencia

o=P és B=y = o=y tranzitiv relci6
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A logikai kovetkezmény

Elérkeztiink a logika legfontosabb feladatanak targyalasahoz: a helyes kovetkeztetési sémak
kialakitasahoz.

Pé¢lda kovetkeztetésekre régebbi jelolésekkel:

Az els6 példat nem tudjuk nulladrendii formulékkal jo1 modellezni:

Minden veréb madar. Feltétel 1
Minden madar gerinces. Feltétel2
Minden veréb gerinces. Kovetkezmény

Az alabbi példa nulladrendben is jol modellezheto:

Ha elfogy a benzin, az aut6 leall. Feltétell
Elfogyott a benzin. Feltétel2
Az auto leall. Kovetkezmény

A= Elfogy a benzin, B=az aut¢ leall. A megfelel6 séma:

A
A—-B

B

Ujabb jeldléssel: {A, A>B} |=0B
Latin szavakkal:

1. feltétel 1. Premissza
2. feltétel. 2. Premissza
Kovetkezmény Konkluzio

Mikor helyes egy kovetkeztetési séma?
Ahhoz, hogy e kérdésre valaszolni tudjunk, értelmezniink kell a kdvetkezmény fogalmat.
Definicio: Modellelméleti vagy szemantikus kovetkezményfogalom: Azt mondjuk, hogy az

{o1, a2, ...,an} formulahalmaz kovetkezménye a 3 formula, ha minden olyan interpretacioban,
amelyben az a1, oo, ...an formulak igazak, f is igaz.

Mas szavakkal: {a1, a2, ...,on} formulahalmaz kovetkezménye a 3 formula, ha  legalabb akkor
igaz, amikor az ai-k igazak.

Jelolés: {ou, oo, ...,on} |=Q p
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Megjegyzés: Mivel az elsérendii logika kovetkezményfogalma nem teljesen azonos a
nulladrendtiével, ezért az indexben szokas azt is jelolni, hogy melyik nyelvrdl van szo: =0
Az elsérendii logikdban a kovetkezményfogalom jele: =1

Ha 3 tautoldgia, akkor minden interpretacioban igaz, tehat abban is, amelyekben az o —k. Ezért a
tautologia barmely formulahalmaz kovetkezménye. Ez indokolja a tautologia jeldlését: =0 B.

crcr

- ai-k k6z6s modellje B-nak is modellje (forditva az allitds nem igaz)

- tautologia kovetkezménye csak tautologia lehet: tautologia = tautologia

- a tautoldgia barmely a formula kovetkezménye: a = tautologia,

-| kontradikcionak barmi lehet a kovetkezménye ( spec. A is és az A tagadasa is) : Kontradikcio
=0 a

- kontradikcié csak kontradikcionak lehet kovetkezménye (hiszen mas formula esetén igaznak

kellene lennie ott, ahol a formula igaz): kontradikcié =0 kontradikcio

Most mar valaszolni tudunk a fejezet elején feltett kérdésre, melyek a helyes kovetkeztetési sémak.

Definicio: Azokat a kdvetkeztetési sémakat tekintjiik helyesnek, amelyekben a kovetkezmény
valoban a feltételek (szemantikai) kovetkezménye.

Példak helyes kovetkeztetési sémakra (szabalyokra)
1. Modus ponens (levalasztasi szabaly): {a, a—>f } |=o[3

Azt kell vizsgalnunk, ahol a és a—f3 igaz, ott a B igaz-e. Ha igen, akkor helyes, ha nem, akkor
helytelen a kovetkeztetési séma. Csak az els6 interpretacioban teljesiil, hogy o €s a—f igaz. Ebben a
interpretacioban f is igaz, tehat valoban {a, a—f } = B.

Itéletvaltozok
o B o—f
| | I
[ H H
H | |
H H [
A
A—B MODUS PONENS
A

Feladat: Bizonyitsa be, hogy az alabbi kovetkeztetési sémak helyesek!
- Modus tollens (elveté mod, kontrapozicid):  {o—p, — } =0 —ot
- Hipotetikus szillogizmus (feltételes szillogizmus, lancszabaly): {a—f, B—v} =0 Y

- Modus tollendo ponens / diszjunktiv szillogizmus (elvéve helyezd mod): {avB, —p} =0 o
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- Indirekt: {—a—>—p, B} o

Tétel: o, oz, ...,0n [=o BB akkor és csak akkor, ciiAdA ... AN = B

Bizonyitas: o, oo, ...,an egyiittesen akkor és csak akkor igaz, ha ocuAc2A ...A0 IQaZ.
E tétel miatt a |=o jel bal oldalat a tovabbiakban egyszeriien a-val jeldljiik, ahol o-n mindig
O=OUAUR2A ...A0n formulat értjiik.

Tétel: o |=o p akkor és csak akkor, ha a—p tautologia.

Bizonyitas:

a.) ha a |=o B akkor a—p tautolégia:

a jelolt sor ez esetben nem lehet az igazsagtablaban, ugyanis akkor o [=o p nem teljesiilne, hiszen
ekkor B-nak legalabb akkor kell igaznak lennie, amikor o igaz. A maradék sorokra pedig valoban az
I az igazsagérték.

oa—>p

I —|TIT|—=

o
I I
I H
H I
H I

b.) ha a—p tautolégia, akkor o |=of:

Ha a—[ tautologia, akkor a fenti igazsagtablaban jel6lt sor nem szerepelhet, hanem csak a
jeloletlen, I sorok. Ezekben a sorokban viszont valoban a 3 legalabb ott igaz, ahol az a.

Példa: Modus ponens: {o, a—>p } [=op helyes:

Itéletvaltozok Formulak :
o B o—p (an(a—B))i = B
I I I I o
I H H H P
H I I H N
H H I H P

Feladat: A fenti médszerrel bizonyitsa be, hogy az alabbi kovetkeztetési szabalyok helyesek!
- Modus tollens:  {a—p, —f } I=o —at

- Hipotetikus szillogizmus: {a—p, B—v} =0y

- Modus tollendo ponens / diszjunktiv szillogizmus (elvéve helyez8 mod) {avp, —p} = o

- Indirekt: {—a—>—p, B} IFo @

Tétel: o |=of akkor és csak akkor, ha aa—p azonosan hamis.

Bizonyitas: o [=op akkor és csak akkor, ha a—p tautologia, vagyis —(a—p) kontradikcio
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Példa: Modus ponens {a, a—p } I=op helyes:

Itéletvaltozok Formulak :
a B o—p (an(a—B)) AP
[ | | I iH
| H H H H
H I I H H
H H | H H

Feladat: A fenti modszerrel bizonyitsa be, hogy az alabbi kovetkeztetési szabalyok helyesek!
- Modus tollens:  {a—p, —f } |0 —at

- Hipotetikus szillogizmus: {a—8, p—>7} =0y

- Modus tollendo ponens / diszjunktiv szillogizmus (elvéve helyez8 mod) {avp, =B} |=o a
- Indirekt: {—a——B, B} o a

Tétel: A rezolicié alap kovetkeztetési szabalya: {avp, yv—p} =0 avy

Ez a szabaly tulajdonképpen diszjunktiv szillogizmus altalanositasa.

Definicio: Az avp és yv—p formulak un. klézok. E két kloz rezolvense ovy.

A rezolucio alap kovetkeztetési szabalyanak bizonyitasa tobbféleképpen torténhet:

a.) definicio alapjan (hazi feladat)

b.) o |=0 B akkor és csak akkor, ha a—p tautologia (hazi feladat)

cC.)a =0 B akkor és csak akkor, ha aAn—f azonosan hamis (el6adason)

Alkalmazas: automatikus tételbizonyitas, rezoliciéo (PROLOG nyelv ) alapelve.

Ahhoz, hogy a rezolucids technikat ellen értékelni tudjuk, valaszoljunk az alabbi kérdésre.

Feladat:
Hany interpretacio van, ha az itéletvaltozok szama n?

A kovetkezményfogalom eldontésére bizonyitott tételekben az 0Osszes interpretaciot meg kell

vizsgalni. Ez exponencialis nagysagrendii feladat, vagyis n itéletvaltozo esetén 2". Ez mar 6 valtozo
esetén is igazan embert probalo rabszolgamunka, de még kivitelezhetd.
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crer

megadja 0,001 sec alatt, akkor 60 valtozoét 366 évszazad alatt adja meg. S utana még ki is kell
értékelni az adott formulat! Igy hat emberi erOvel ezek a szdmitasok mar nem végezhetok el.

Itéletvaltozok
szama, n. 10 20 30 40 50 60

2" 0.001sec  1.0sec 179 perc 12.7 nap 35.7 év 366 évszazad

Ezért volt forradalmi jelent6ségli Robinson rezolucios felfedezése 1965-ben, amely ezt az
exponencialis nagysagrendet csokkenti. A nagysagrendekkel és az algoritmusok komplexitasaval egy
kiilon fejezetben foglalkozunk.

Robinson elméletének alkalmazasahoz a formuldkat specidlis alakra, un. kl6z formara kell hozni. E

crer

Definiciok:

Konjunktiv NormalForma, KNF: a K kl6zok konjunkcioja.
Kléz: literalok diszjunkcioja.

Literal: atom, vagy annak tagadasa.

KNF: Kl6zok (diszjunkciok) konjunkcioja

KinKoa...AKn

N7

Kl6zok Ki= AivAov... VAL

Pozitiv, ha A
Literal

Negativ, ha —A

Tétel: Minden formulahoz létezik vele ekvivalens konjunktiv normalforma.

Bizonyitas:
Az alabbi ekvivalens formuldk alkalmazéasaval a konjunktiv normalforma elérhetd:
1. Az implikaciok kikiiszobolése: a—P=—avf3
2. A negacid hataskorének egy atomra redukalasa:
De Morgan —(aAB)=— av—-p
—(avB)=— arn—p
3. A disztributiv szabaly alkalmazasaval a kl6z forma létrehozasa: ov(BAy)=( avB)A( avy)

Definicié: DNF (diszjunktiv normalforma): konjunkcidk diszjunkcidja.

Tétel: Minden formulahoz létezik vele ekvivalens diszjunktiv normalforma.
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Megjegyzés: A KNF és DNF dualis formak: a KNF A helyett v, a v helyett A szerepel a DNF-ben.

Kovetkezmény:
(Funkcionalisan) teljes rendszerek

Fentiekbdl szerint, minden formula kifejezhet6 a A, v, — miiveletekkel. Ezért azt mondjuk, hogy e
harom mivelet teljes rendszert alkot. A De Morgan azonossagokbol azonnal adodik, hogy
—(avB)=— ar—P, igy A, —, és hasonloképpen bizonyithatéan a v, — is funkcionalisan teljes halmaz.
A A, v miveletekkel viszont nem lehet a —-t kifejezni, igy a konjunkcio6 és diszjunkcio egylittesen
NEM alkot teljes rendszert.

Feladat:

Bizonyitsa be, hogy a — és — teljes rendszert alkot! (Melyik implikacio ekvivalens av3-val?)

Példa: Hozza konjunktiv normalformara az aldbbi formulat!

—[(A—B)—((CvA)—(CvB))]=—[(—AVB)—(=(CvA)v(CvB))]=—[—(-AVvB)v(—(CvA)v(CvB))]=
=—[-(—AVB)v((—~CAr-A)v(CvB))]l=—[(AAr—B)v(-CAr—A)v(CvB)]=
=—(AA—B)A—(—-CA—=A)A—(CvB)]=(-AVB)A(CVA)A(-C)A—B

A klézok:

K1=(—AvB)
K2=(CvA)
K4=—B

Tétel volt, hogy a |=0 W akkor és csak akkor, ha aA—W kontradikcid, vagyis 0=0iA02A ...A0n
miatt aiAc2A ...AonA—=W kontradikcid. Ha adott az {ou,00, ...,0n }formulahalmaz, e tétel alapjan
most rezoliciéval fogjuk eldsnteni, hogy {a1,0z, ...,an } [Fo W.

Mikor igaz egy KNF?

Ha minden benne szerepld kloz igaz. A klozokban viszont lehetnek negélt és negalatlan, azonos
literdlok. Ezek egyiittesen nem lehetnek igazak az egész formuldban, ezért a rezolucid alap
kovetkeztetését alkalmazva ezeket a klozparokbol, amelyekben szerepelnek, elhagyjuk, ¢és a
,maradékbol” egy klozt képeziink, ez a rezolvens. Mivel ez logikai kdvetkezménye az eredeti
klézhalmaznak, legalabb azokban az interpretaciokban igaznak kell lennie, amelyekben az eredetiek
igazak. Ezért az igy kapott klozzal bovitjiik a formulat, és ezen 01j formula keressiik.

A fentiek alkalmazasa a rezolucios bizonyitasban:
Adott az {a1,az, ...,on }formulahalmaz. El szeretnénk dénteni, hogy {au,az, ...,on } [0 W?
W-t is, és a feltételhalmaz formulait is konjunktiv normalformara hozzuk. Ekkor vilagos, hogy az

ouno2A ...AonA—W formula is KNF-ben van. Azt kell tehat megnézni, hogy van-e modellje. A fenti
megjegyzés értelmében olyan klozokat keresiink, amelyekben azonos atom pozitiv €s negativ
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literalja szerepel. Ezekbdl a fent leirt moédon konstrudljuk az 0j klozt, a rezolvenst. Az eljaras akkor
ér véget, ha egy negdlt és egy negalatlan literdl 6nmaga alkot egy-egy klozt. Ezek rezolvense az iires
klo6z, az azonosan hamis kl6z (NIL-nek is nevezik). Szokasos jele: [

Definici6: Ures kléz, ellentett literalparbol jon 1étre, neve NIL, szokasos jele: [
—P
P

0
Példa: Adott {P1, P1—>Q1, Q1> Q2}=AB (adatbazis)

Kérdés: Q2 kovetkezmény-e?

Megoldas: {P1, P1—>Q1, Q1— Q2 } a feltételek halmaza, mindegyiket KNF-re kell hozni:
AB={ P1, =P1vQ1, =Q1v Q2}

W= Q. , tagadasa: — Q2 (tagadds = indirekt feltevés)

Fentiek értelmében azt kell belatni, hogy az ABU{— Q> }formulahalmaz elemeinek nincsen
modellje, nincsen olyan interpretacio, amelyben igaz lehetne.

Informalisan: Ha példaul P igaz = —P1 nem lehet igaz a 2. kl6zban, ezért mivel minden kl6znak
igaznak kell lennie, a Q1 literalnak igaznak kell lennie =—Q1 ekkor hamis a 3. klozban, ami szerint
tehat Q2 igaz, de ekkor mar ellentmondasra jutottunk, hiszen Q2 és — Q2 egyszerre nem lehet igaz.
(Azért kellene nekik egyszerre igaznak lenni, mert kiilonb6zd kl6zokban szerepelnek, és az egész
formula igazsagat az 0sszes kloz igaz értéke garantdlja. Igy azonban nagyon nehéz bizonyitani,
hiszen minden lehetséges értékadasra végig kellene nézni. Ezt oldja meg a rezolucio.

Rezolucios levezetés:

P1 P1 P1
—P1vQ1 > Qu —P1vQ1 —P1vQ1
—Q1vQ2 —Q1v Q2 —-Q1vQ
—Q2 —Q2 > Q2 —Q2
Q1 Q1 \
QZ / D
Eredeti Rezolvenssel

Klézhalmaz o bévitett kldzhalmaz

(a vonalak kezddpontjai a rezolvalhato kl6zok, a végponjtai pedig a rezolvensek)

Rezolvense = kielégithetetlen

P1 )

—|P1VQ1

—-Q1vQ

—Q2 Ennek a kl6zhalmaznak nincsen modellje
Q1 a [ miatt.

Q2

]
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Példa: Igazoljuk, hogy az alabbi ¢ formula tautoldgia!
o=[(A—>B)—>[(CvA)—(CvB)]]

Megoldas: ¢ akkor és csak akkor tautologia, ha —¢ kielégithetetlen—= —@-t KNF-re irjuk at.
—p==[(A—B)—>[(CvA)—(CvB)]]=...=(—-AVB)A(CVA)A(-C)A(=B)

B Tehat az eredeti formula tautoldgia (hiszen
— [ , -1
tagadasa kielégithetetlen)

Példa:

Részlet egy nyomozas jegyzOkonyveébdl (Pasztorné Varga Katalin: Matematikai logika és
alkalmazasai, ELTE, 1991.) :

1. Ha férfi a tettes (F), akkor kistermeti(KT). (F>KT=—FvKT)

2. Ha kistermeti a tettes(KT), akkor az ablakon keresztiil maszott be(AM). (KT—>AM=—KTvAM)
3. A tettes férfi(F), vagy férfiruhat hordott(FR). (FVFR)

4. Ha a tettes férfiruhat hordott(FR) — és a szemtant hiteles(H) — akkor az ablakon keresztiil maszott
be.(AM) (HAFR—->AM=—(HAFR)vAM=—Hv—-FRVAM)

5. Helyszini szemle: a tettes nem az ablakon maszott be. (—AM).

Kérdés: férfi, F, vagy nd, —F, a tettes?

Adott {—FvKT, —=KTVvAM, FVvFR, -=Hv—FRVAM, —AM} kl6zhalmaz.

1. Tegyiik fel, hogy nd a tettes: —F. A kl6zhalmazhoz hozzavessziik —F tagadasat: F
2. Rezolucioval eldontjiik a klozhalmaz kielégithetetlenségét.

—FVKT
FVvFR
Hv—FRVAM KT

F

] — tautologia = —F (tehat nem férfi a tettes)
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Eddig a nulladrendii logiak szemantikéjaval foglalkoztunk.
Felvetddik a kérdés, hogy vajon a szintaktika ad-e lehetdséget a kovetkezmény fogalméara?

A valasz igen, az alabbi tablazat tartalmazza a megfeleld elnevezéseket.

Nulladrendii logika
Szintaxis: Szemantika:
e szimbolumok
eszimbolumsorozat képzési szabalyai Interpretacio:
f
U
formula > Formula jelentése
e levezetési szabalyok=axiomak > Szemantikai kovetkezményfogalom
U (legalabb ott igaz...)
ujabb formulak
(tételek)
szemantikai tulajdonsagok szintaktikai tulajdonsagok

tautologia vagy logikailag igaz | bizonyithat6

F-nek kovetkezménye G F-bdl levezethetd G

F kielégithetetlen, nincs modellje | F ellentmondasos

A fenti tablazatok alapjan érthetd, hogy a logikai kovetkezmény szintaktikai uton is
megfogalmazhatd, csak le kell rogziteni, mik a levezetési szabalyok.

A szintaktika fogalmat tehat kibovitjlik az axiomakkal és levezetési szabalyokkal:

/' Abécé

Szintaktika ——» Formulaképzés szabalyai

.

Axiomarendszer+kovetkeztetési szabaly (modus ponens)
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ALAPKERDESEK:

Helyesség: Helyes-e a nulladrendii logika? Ha egy formula valamely formulahalmazbol
(szintaktikailag) levezethetd, akkor az vajon ugyenezen formulahalmaznak szemantikai
kovetkezménye-e, €s forditva?

Tétel: Ha {F1, F2, ..., Fn} oG akkor {F1, F2, ..., Fn} |0 G. (Helyesség)

Teljesség: Ha valamely formula egy formulahalmaznak szemantikai kovetkezménye, akkor vajon
levezethet6-e ezen formulahalmazb6l?

Tétel: Ha{F1, F2, ..., Fn} [=0G, akkor {F1, F2, ..., Fn} — G. (Teljesség)

Definicié: Azt mondjuk, hogy az {F1, F2, ...Fn} formulahalmazbdl levezethet a G formula, ha van
olyan ¢1, 92, @3...0k formulasorozat, amelyre a ok formulak :

- F-bdl valok vagy
- axidmak vagy
- Modus Ponenssel keletkezett a megel6z6 formulakbol

Jelolés: {F1, F2, ...Fn} —G

Ha iires formulahalmazbél is levezetheté a G, akkor tételnek nevezziik, és a levezetést
bizonyitasnak.

Szokasos axiomarendszer nulladrendben (vannak mas axiomarendszerek is):
Al: a—>(p—a)

A2: (0—>(B—7)) > ((a—>B)—>(a—7))

A3: (—o—p)—=>((—a—>—p)—a)

Modus Ponens kévetkeztetési szabaly: {o—>, o} |=oB

Példa (ellentmondasos rendszerbdl minden levezethet6):{—o, ¢} —

Levezetés:

— (feltétel)
1. axidma: A2: (=@—(—o—>—)) /

o (feltétel)
1. axiéma: A2: ((—(EEES) MP: @

3. axiéma: (—o——0)->((HESGISE) MP:

MP: —0—>—)
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Példa (indirekt bizonyitas):

{—0—>—B, B} Foa Az axiomak a konnyebb olvashatdsag kedvéért:

Al: a—>(p—a)
A2: (a—>(B—7))—>((a—>B)—>(a—7))
A3: (-o—B)—=>((—a—>—p)—a)

ol P (feltétel)

1. Axiéma:

Modus Ponens (MP) kovetkeztetési szabaly: {o—f, o} |:oB

¢2: B>(=0—p)
MP: ¢3:
04: —a——p (feltétel) \ \ MP: ¢7: o
3. Axioma: MP: ¢6:
95: (~a—s—p)—>((HOEEE /
©6: (wo—p)—a
A ¢l, 92, ¢3...07 formulasorozattal levezettiik o-t a kiindulasi formulakbol.

A nulladrendii logikaban tehat az alapkérdések:

SZINTAXIS SZEMANTIKA
o (0] =0 ¢
Ha o tétel, vajon tautoldgia-€? Ha o tautoldgia, vajon tétel-e?

Godel (1906-1978) bizonyitotta be az elsd, un. teljességi tételt.
Tétel: A nulladrendii logika helyes és teljes. (Bizonyitas nélkiil)

Teljes: Minden tautologianak van levezetése.
Helyes: Minden tétel tautologia.
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