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1.1

1. Bevezetés

Motivacio

A konyv megirdsdnak célja, hogya matematika cimadd témakoréhez tartozo elsédleges
ismereteinket minél jobban Gsszegyijtse, de leginkabb az, hogy bemutassa, mi mindenrol
is sz6l. Amikor a gimnazista kikeriil a kis zart kertjébdl, be az egyetemi élet vadonjaba,
sokszor szembesiil azzal a ténnyel, hogy nem tudja, mi térténik korilétte. Amikor egy
gondozott vadallatot visszakiildiink a sajat kozegébe, akkor is hozzaszoktatjuk 6t, és csak
fokozatosan engedjiik ki. Ennek oka, hogy attél tartunk, hogy elpusztul, ha hirtelen
bedobjuk a mélyvizbe. De akkor a gimnazistdknak miért nem teremtiink valamiféle &tmeneti
hidat, amely az egyszeriibb matematika és a bonyolultabb absztrakt terek vilagat hidalja
at és teszi a klimatizdciot fokozatossa? En ezt kisérlem meg ezzel a tankonyvvel, mely
tobb éves gyakorlatvezetoi tapasztalataim egységesitése egy nagy egésszé, mellyel olyan
varazser6 birtokaba juttathatom az fiatal felnétteket, mellyel képesek lesznek elvarazsolni
csoporttarsaikat és tandraikat. A megértés kulcsdt adom a keziikbe, oly mdédon, hogy
leegyszerilisitem és Gsszekapcsolom az 0j informéacidkat a mar meglevo informéaciékkal. Nem
is tudom, miért varjuk el sokszor a hallgatotél, hogy levegobe dobott szavakat és gondolatokat
megértsen, ha egyszer nem tudjik mihez lehorgonyozni azokat a lufikat.

"Az absztrakciénak rossz hire van: szintelennek, céltalannak, a vilagtdl elsza-
kadtnak és tartalom nélkiilinek tartjak. Terméketlennek. A matematikat néha
megrbjak azért, mert absztrakt: mintha ez egy veszélyes lejton tett rossz 1épés
lenne. Pontosan az absztrakcid az azonban, ami a matematika feltiné és gyakran
nem is vart hatékonysaga mogott rejtozik. Készség az Osszes lényegtelen tényezd
figyelmen kiviil hagyasara, a valésagosnal szélesebb tartomanyban vald vizs-
galédésra, Osszehasonlitani azt, ami van, azzal, ami lehetséges, s6t, ami lehetetlen
- ez a matematika sikerének titka."

Az idézet Karl Sigmundtél azért fogott meg, mert sok-sok elvont dologgal fogunk
talalkozni a tantargy, de a tobbi targy soran is. Fz elsore sokszor ijesztonek tiinhet. Nehéz



1.2

1.3

6 1. Fejezet: Bevezetés

elképzelni valamit, amirdl el6tte nem hallottal. Viszont igérem, a konyv végére mindenkinek
sikeriil majd megérteni példaul a végtelen viselkedését. Szerencsére a legtobb absztrakt
fogalmunk mogott ott rejlik valami szikra, kiindulépont, ami nagyon is valésdgos. Ezeket,
ha megtalaljuk nem csak magat a fogalmat értjiikk meg jobban, de azt is, hogy miért alakult
ki, miért van nekiink sziikségiink arra, hogy ennyire altalanositsunk vagy elrugaszkodjunk a
megszokottol.

Eppen ez a miért az, amiért tanuljuk a targyat, ami miatt a diszkrét matematika ismerete
nélkiil a mérnék nem mérnok igazan. Ahogyan Ty Pennington is alapozéssal kezd, amikor
felépit egy hazat, éppigy a mérndknek is sziiksége van mélyrehatolé fogodzokra ahhoz, hogy
ténylegesen valami olyat tudjon létrehozni, ami konnyedén megallja a helyét a nagyvildgban.

Amiket most tanulni fogunk koézosen, azokat a legtobb esetben a gyakorlatban is fel-
hasznaljak a mérnokok. Taladn, ha az algoritmusok idéigényérdl vagy memoriaigényérol
beszélek, akkor az olvasd egybdl bélogat, hogy: igen, én is oriilnék, ha minél gyorsabban
végeznék a feladattal. Mindazondltal vannak olyan rések is, melyeket olvasva nem esik le
elsének, mégis miért tanuljuk mi ezt. Ezeknél és a legtobb fejezetnél igyekeztiink minél
tobb applikaciérdl is beszélni, megmutatni, hogy szinte nincs olyan tantargy, ahol nem fog
valahol el6jonni a most tanultak valamelyike.

Egy kis kontextus

J6, de pontosan mi az a Linedris Algebra? Mitél Linearis? Mitél Algebra? Az utébbira
egyszerlibb a valasz: kiegészités. Egy arab konyv cimének egyik szava, amely a legels6 ismert
matematikai tankonyv, mely egyenleteket és egyenletrendszerek megoldasat tartalmazta,
kiillonb6z6 feladatokhoz. Részletesebben errdl a konyvrél a 77 fejezetben olvashatsz.

A késObbiekben latni fogjuk, hogy vannak megszdmlalhaté és megszamlalhatatlan elem-
szimi halmazok. Talan a diszkrét matematikat is agy lehetne megfogni a legjobban, hogy
a megszamlalhat6, vagy az egészekhez (integerek) hasonlatos halmazokkal foglalkozunk.
Ettél diszkrét, azaz nem folytonos - a folytonos dolgokkal inkdbb az analizis foglalkozik. A
példéanyok megfoghatdak, konnyedén elkiilonithetéek a tobbitdl, mintha egyszert targyak
lennének.

A diszkrét matematika a digitalis szamitégépek alap leiré nyelve, mert foglalkozik a
logikéaval, a strukturakkal és reldcidkkal, eképp a haldkkal és a szamelmélettel. Foglalkozik
tovabba a kombinatorikdval, a valdszinliségekkel, tehdt magdval a lehetségessel. Azaz
Osszességében minden olyan alap matematikaval, amelyek sziikségesek a szamitégépek
megértéséhez és irdnyitasdhoz. Nevezhetnénk gy is, hogy: "A digitdlis szdmitogépek
matematikdja".

Koszonetnyilvanitas

Els6dlegesen szeretném megktszonni minden olyan tandromnak és hallgatémnak, aki motivalt
ezen konyv megirasara és azon embereknek, akik segitettek, hogy olyan tapasztalatokhoz
juthassak, melyek segitségével most masok elé tarhatok egy elsére bonyolultnak tiiné vildgot
és annak megannyi varazsat.



2. Linearis egyenletrendszerek, Gauss elimin
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1. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert Gauss eliminaciéval:

I 3r17 + 2z9 + 4x3 + 61y = 8
II. 6x1 + 4x9 + 8rs3 + 1224 = 16
III. 9x1 + 6z + 123 + 18xy = 24

Rang(A)="7;Rang(A|b)=7;A oszlopainak szdma n= 7; szabadsagi foka (n-r)=7; egyen-
letrendszer tipusa homogén vagy inhomogén?
2. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket Gauss elimindciéval:

(a)
12 3]0
16 50
2 6 100

Rang(A)=7;Rang(A|b)=7;A oszlopainak szama n= 7; szabadsagi foka (n-r)=7;
egyenletrendszer tipusa?

(b)
3
5

N
S O N

1
3
1019
Rang(A)=7;Rang(A|b)=7;A oszlopainak szdma n= ?; szabadsagi foka (n-r)=7;

egyenletrendszer tipusa?

()

2 4 6 8|1
4 11 13 19 |4
-2 -1 -1 -3\|4
2 1 9 7|2
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Rang(A)=7;Rang(A|b)=";A oszlopainak szdma n= 7; szabadsagi foka (n-r)=?;
egyenletrendszer tipusa?
3. A p és b paraméterek ismeretében hany megoldasa van az aldbbi egyenletrendszereknek?

(a)

p—4
3 4 1

[\

1
b+2
5

4. Homogén egyenletrendszernek mindig van megoldasa?
5. Mit értiink trividlis megoldas alatt? Melyik tipusi egyenletrendszernél beszélhetiink

rola’?

6. Mikor van végtelen megoldas?
7. Mikor nincs egy egyenletrendszernek megoldasa? Milyen tipusi egyenletrendszereknél
fordulhat el6?

8. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert Gauss-Jordan eliminédciéval:

1.
II.

I117.

1V.

x1 +
x1 +
-r1 +

59 + 8x3 + Txy = 0
1020 — 2223 — 13x4 = 9
10z + 23x4 + 18z3 = 18
5562 + 13$4 = 225

Rang(A)="7;Rang(A|b)=7;A oszlopainak szdma n= 7; szabadsagi foka (n-r)=7; egyen-
letrendszer tipusa homogén vagy inhomogén?
9. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket Gauss-Jordan eliminéacidval:

(a)

Rang(A

3 5 4|27
2 1 3|17
4 8 3|28
)=7;Rang(A|b)=7;A oszlopainak szdma n= 7; szabadsagi foka (n-r)=7;

egyenletrendszer tipusa?

(b)

Rang(A

2 3
4 6
0 15

(G20 R
—_
—_

~—

o O O

=7;Rang(A|b)="7;A oszlopainak szdma n= 7; szabadsagi foka (n-r)=7?;

egyenletrendszer tipusa?



1 2 8 910
-1 0 -2 -1|0
2 4 16 1810
3 7 27 3110

Rang(A)=7;Rang(A|b)=7;A oszlopainak szdma n= 7; szabadsagi foka (n-r)=7;
egyenletrendszer tipusa?

— = =
Tt W N
— = =N
N = = =
OO OO

Rang(A)=7;Rang(A|b)=7;A oszlopainak szdma n= ?; szabadsagi foka (n-r)=7;
egyenletrendszer tipusa?

13
12
14
22

— = =
Tt W N =
— = =N
N = = =

Rang(A)=7;Rang(A|b)=7;A oszlopainak szdma n= ?; szabadsigi foka (n-r)=7;
egyenletrendszer tipusa?

13 3 7|28
1 4 4 91|36
1 5 5 14|45

Rang(A)=7;Rang(A|b)=";A oszlopainak szdma n= 7; szabadsagi foka (n-r)=7;
egyenletrendszer tipusa?






3.1 Formalizacio

1. Formalizald az alabbi mondatokat.
(a) A rézsa voros, a porkolt csiilok, a matek gyakorlaton kikésziilok.
(b) Ha éhes vagyok és diihos, akkor siitok.
(c) Ha vizes a kocsibedlls, akkor vagy én locsoltam, vagy a szomszéd volt az.

(d) Sosem bocsatandd meg magadnak, ha csak azért nem adndl neki esélyt, mert
félsz!

(e) Ha a tliz népe megtdmadja a f6ld népét, vagy hédbori van Ba Sing Sében, akkor
a tliz népe megtamadja a fold népét és haborti van Ba Sing Sében.

(f) Ha bent vagy uton vagyok, és tanulok, akkor bent vagyok és nem tton.

(g) Szeretem a haverom de nem szeretem a matekot.

) ANBAC =—-(AVB)ACAA
) (AANB) - C=-AVv-BVvVC
) A= (BVC)=-AVBVC
(e) (F——E)— -~B=(FV-B)A(BV-B)
) (AVB) - (AANB)=A+ B
) ((AVB)AC) — (AAN-B)=(mAA-B)VvV-C

3.2 Konjunktiv Normalforma és rezolucié

1. Hozzuk Konjunktiv normalforméra a kdvetkezé kifejezéseket. Hany klézbdl dllnak?
(a) "(A——=B)V[-AA(B— ()]

) (CAD)— (AVB)— —(B—C)]

) "(AVB)— =(=AN(B — A))

) (A= (-BAC))A(A——B)

e) (A= B)V(B—-C))—(~(B—C)—= (B+ ()

(b
(c
(d
(
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f) (A= (B—C))—(A— (C—B))

(g) A= ((B—=C)A(=BV())
2. Igazold rezoliciéval, hogy az alabbi kifejezések tautologidk.
(A — —|B) \/(—\B — —|C) \/ﬁ(B — —\C)
=(=B = -C)V~(=CA-AAN-B)V-((-CV-DV-B)— A)
AANB)V(B—=A)V((Av-B)—=C)—= (A= (DAC)))
(mAAB)V(B— (AVC)))V(=-CANA)
((7(A—=-B)V~(=CA—-A))V~(-D——(BV-D)))VD)
(mAA—=(=B — D)) — =(=(B— A)AD))
((AvVB)— D)— (AV (B — D)))

3.3 Kovetkeztetési séma

1. Igazold igazsdgtablaval definici6 alapjan, hogy az alabbi kovetkeztetési sémak helyesek.
(a) {AVB,B— D} = AV (B— D)
(b) {A— B,BV-D,DV-AE=-AV-BVD
(c) {(nAVB)—-C,-B——-C,D—-A}=C—D
(d) {AVB,D - A,~(B—-D)} EAAB
(e) {A— (CAN-B),-CVA,BVC}=-A— B
(f) {AvB,~-C - A,B—C}=AV(C— B)
(g) {-AV(B—= (CANA)),~(B—-C)V-A,-BVC}=EA—=C
2. Bizonyitsd be rezolucioval, hogy az alabbi kévetkeztetési sémék helyesek. Mi volt a
felhasznalt tétel?
(a) {AVB,B— D} = AV (B— D)
(b) {A—B,BV-D,DV-AE-AV-BVD
(c) {(nAVB)—-C,-B——-C,D—-A}=C—D
(d) {AVB,D - A,~(B—-D)} EAAB
(e) {A— (CAN-B),-CVA,BVC}=-A— B
(f) {AvB,-C - A, B—C}EAV(C— B)
(g) {-AV(B— (CANA)),~(B—-C)V-A,-BVC}EA—C



4. Matrixmuveletek

1. Milyen tulajdonsdgai vannak a métrixok osszeadasanak?
(a) Asszociativ?
(b) Létezik egységelem?
(c) Létezik inverzelem?
(d) Kommutativ?
2. Milyen tulajdonsigai vannak a matrixok szorzdsanak?
(a) Asszociativ?
(b) Létezik egységelem?
(c) Létezik inverzelem?
(d) Kommutativ?
3. Szamolja ki az aldbbi miiveletek eredményét.

11 3 2 1 2 2 3 4
A=|2 3 5 B=|(3 4 1| C=[|1 2 5
21 3 5 6 1 6 7 1

2A+3B
-A+2B+C
ABC

4. Matrixmiiveletekkel hogyan végezné el az aldbbi problémakat, ha adott egy tablazat
egy osztaly tanuldinak a jegyeivel. (Mivel szorozndd be stb.)
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Név  Tori Matek Vizhajlitas Tiizhajlitas

Aang 5 1 5 3
Katara 2 3 5 1
Zuko 1 2 1 5

(a) Az egyes didkok stilyozott tanulményi (kreditek sorban 1, 2, 3, 4) atlagat szeretnéd
latni.
(b) Az egyes tanérék atlagos teljesitményét szeretnéd latni az osztalyban.
5. Szamoljuk ki az aldbbi matrixok inverzét Gauss-Jordan elimindcié segitségével, amen-
nyiben azok léteznek!

2 3 4
(a) |1 2 5
6 7 1
2 1 2
b) {3 1 1
3 2 1
1 1 2
© 315
2 23

AN Wk Wk kW
DN = NN NN DN

(2)

—
—
N—
BN~ = W =W

1 2

6. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket inverz matrix segitségével, amennyiben az
inverz létezik - azaz egyértelmiien 1 db megoldasa van!

lzy 2z9 3z3 4x4=5

2x1 3x9 lzy 2x4=3

3x 1 3:62 1:63 33:4 =3

lzy 3zo 4z3 b5x4=6

(a)

(b)

RN R R W N
— OO WN R W

O OO N H NN
N OO O N O
N O O R =



15

236 6|8
176 5|4
D11 33 416
1 7 7 4/]12
136 3|2
@ | 1206 44
1 33 4|6
122 6|8
2 2 1 1|2
20 4 44
® o1 2 3]6
102 2|8
4 7 6 3|1
1 1 3 4|1
@1 9 51 o1
6 7 0 2|1

7. Viktor Krumnak a Trimagus Kupa elérése 10 1épés. Harry egy 1épés alatt Krum
lépésének a felét teszi meg. Mennyi 1épés Harrynek megszerezni a Trimagus Kupét?
8. Irjuk fel a v1 és vy vektorokat by és by linearis kombinacidjaval.

e (5) () e (0) - ()

9. Egy Daedalus osztalyu irhajé meghibasodott, csak a kévetkez6 harom irdnyban tud

menni:
1 2 1
bi=12] bo=13] b3=|1
4 6 2
1 1
Két szupercsillagkapu van a kézelben. Az A=| 3 | ésa B=| 3 | pontokban.
2 6

(a) Linedrisan fliggetlen e a harom irdny?
(b) A két csillagkapu koziil melyikbe tud eljutni? Hogyan tud eljutni oda? Adj ki
utasitast a navigatornak, Melyik irdnyba mennyi 1épést kell tenni?
(c) Egyértelmii az eljutds médja, vagy tobbféleképpen is eljuthat oda a haj6?
10. Egy 3D nyomtaté karja csak az adott irdnyokban képes mozogni.

1 2 1
bi=12| ba=13] b3=|1
4 6 1
(a) Fiiggetlenek-e az irdnyok?
1 1
(b) Akaraz A= | 3 | ésa B=| 3 | pontokba szeretne eljutni. Mi lesz a két
2 6

pont koordinatdja a kar bazisara vonatkoztatva?






5. A harom szorzat

5.1 Skalarszorzat

1. Megoldandé az alabbi linken levé feladatok is:
https://math.libretexts.org/Courses/Monroe_ Community_ College/MTH_ 212 Calculus__
ITIT/Chapter_ 11%3A_ Vectors__and__the_Geometry of Space/11.3%3A__The_Dot__
Product/11.3E%3A_ Exercises _for The Dot _Product

2. Anélkiil, hogy kiszdmolnad a kdzbezart szogiiket, milyen szoget zarnak be az aldbbi
vektorok egymassal? Minden péart nézz végig. Ez valdjaban késdbbiekben a korrelacié
fogalma lesz. Minél inkdbb egy irdnyba néznek, annal inkdabb 1 a kdzbezart szog
koszinusza. Minél inkabb ellentétes irényba, annal inkabb -1. Nulla, amennyiben a
meroleges felé tart - tehat egyaltalan nem korreldl a két valvaltozo.

V3 V2 1
(1) () =(4)
2 2 2

3. A fenti 0sszes lehetséges szogpar esetén most szamold is ki a kozbezart szogiiket.

-3 -9 1
4. Az ABC héaromszog csicsainak koordinatai: A= 4 | , B=|11 |1, C=
0 42 4

(a) Széamitsuk ki a hdromszog keriiletét!


https://math.libretexts.org/Courses/Monroe_Community_College/MTH_212_Calculus_III/Chapter_11%3A_Vectors_and_the_Geometry_of_Space/11.3%3A_The_Dot_Product/11.3E%3A_Exercises_for_The_Dot_Product
https://math.libretexts.org/Courses/Monroe_Community_College/MTH_212_Calculus_III/Chapter_11%3A_Vectors_and_the_Geometry_of_Space/11.3%3A_The_Dot_Product/11.3E%3A_Exercises_for_The_Dot_Product
https://math.libretexts.org/Courses/Monroe_Community_College/MTH_212_Calculus_III/Chapter_11%3A_Vectors_and_the_Geometry_of_Space/11.3%3A_The_Dot_Product/11.3E%3A_Exercises_for_The_Dot_Product
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(b) Jeldlje M az AC oldal B-hez legkozelebbi negyedelépontjat. Milyen szog az
AM B sz6g? Szamitsuk is ki utdna a pontos szoget.
(c¢) Szamold ki a hdromszog mindhdrom magasségvektorat.
5. Grahm-Schmidt ortogonalizacié 2D-ben. Bontsd az a vektort b vektorra parhuzamos
és merOleges Osszetevikre.

(a)

4 2
a=1| 4 b=1| 4
4 6
(b)
6 8
a=1| 12 b= 14
11 6
(c)
4 3
a=| 2 b=11
2
(d)
2 8
a=| 1 b=1 2
1 4
(e)
6 3
a=| 1 b=1 2
4 7
()
1 4
a=1] 5 b=11
2 2
(2)
2 3
a=1| 3 b=1| 6
7 4

6. Adott sikok a kovetkezOk. Ird fel a sik normélvektoros és tengelymetszetes egyenletét
is.

(a)

1 5
n = 4 PO = 2
8 1
(b)
2 2
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11.
12.
13.
14.

15.

16.

()

4 4
n=1| 1 Py=1 2
1 9

(d)
9 3
n = 3 P() = 0
0 9

(¢)
1 3
n=| 2 Pob=10
2 9

(f)
6 3
n = 6 P() = 0
17 9

(8)
2 3
n=1| 6 Pb=10
9 9

2
. Adott a @ =] 3 | pont. Mi a Q és az elébbi sikok tavolsdga?
5

. Mi a fentebb megadott sikok paronkénti hajldsszoge?
. Definiédld a skalarszorzatot.
10.

Mondja ki a skaldrszorzat és a kozbezart szog milyenségével kapcsolatos tételt. Majd
bizonyitsd is azt.

Hogyan szamoljuk ki ortonormalt bazisban a skaldrszorzatot? Bizonyitsd is be.
Vezesd le a sik normélvektoros egyenletét.

Mi a skalarszorzat geometriai jelentése? Bizonyitsd be.

Egy m=>5g tomegi test kinetikus energidja megkaphaté FE = %mv -v. Mennyi a

2
kinetikus energidja, ha sebességvektora: v=| 8 |7
5
2 1
Egy test F=| 3 | er6vel =] 4 | elmozdulast végez. Memmyi munkat végez?
5 3
=F-x
1 3
Legyen egy test FF=| 4 | er6vel v=| 6 | sebességgel dolgozik. Mennyi a test
3 1

teljesitménye? P=F-v
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5.2 Vektoridlis szorzat

1. A forgatényomaték is egyfajta vektoridlis szorzatként szamithat6. Az emelSkar és az
er6 vektorialis szorzata. r = R x F Mi lesz a forgatonyomaték és annak hossza, ha az

1 1
emel6kar: R=| 2 | azerd pedig FF'=| 5 [? Mi a dimenzdja (mértékegysége) a
3 7

forgatényomatéknak?

2. A magneses erévektor ardnyos a sebességvektor és a magneses térvektor vektorszorza-
taval, amelyet F-ként fejeziink ki. F'=¢(ux B) . Ebben az egyenletben egy ¢ éllandé
gondoskodik a fizikai egységek konzisztencidjarol, igy az u és B vektorokon elhagy-
hatjuk a fizikai egységeket. Ebben a példdban tegyiik fel, hogy a ¢ allandé pozitiv.
u=—5,00—2,05 + 3,5k sebességvektorral térben mozgd részecske magneses mezovel
rendelkezd tart(;ményba lép, és magneses erot tapasztal. Hatarozzuk meg az F még-
neses er6t! Ezen a részecskén annak a tartomanynak a belépési pontjaban, ahol a
magneses tér vektora B =7,2i —j — 2,4k.

3. Adottak az a 4 egységnyi hosszﬁs?igﬁ, valamint a b 3 egységnyi hosszisagu vektorok.
Adjuk meg a vektorialis szorzatuk abszolutértékét, ha a kozbezart szogiik o = 90°.

4. Mely koordinatarendszerek teljesitik a jobbrendszert, ha a bazisvektorok sorrendje abc
rendben van?

2 z z
6 6 0
i | v |
N NI T NI

é Y ) )

T Y Y
(a) Az els§ dbra leirdsa (b) A mésodik dbra leirdsa  (c) A harmadik dbra leirdsa
x x

Y

(d) Az els6 abra leirdsa (e) A masodik dbra leirdasa  (f) A harmadik dbra leirdsa

Figure 5.1: Abrak csoportositva ABC sorrendben

5. Szamitsa ki a kert teruletét, amelyet az alabbi vektorokkal lehet leirni:



5.2 Vektoridlis szorzat 21

A =5+ 37 négyzetméter (Kert hossza)

B = 2i+4j négyzetméter (Kert szélessége)

6. Szamitsa ki a paralellepipedon felszinét vektoridlis szorzatok segitségével:

A=3142]—k
B =2i—4j+3k

C=4i+7+2k

2
7. Lasd be az aldbbi két vektoron, hogy az Osszefiiggés miixik. a = |—1
3
0
b= 4 | Figyeld meg, az 6nmagaval vett skalarszorzat a norma négyzet.
-2
Jaxb[* = det [“ a'b] = [lal* [bIJ* ~ (a-b)?
a-b b-b

8. A Lorentz-er6 a kivetkezdképpen szamithato:

F=q(E+uvxDB)

Ahol:
e F a Lorentz-er6 vektora,
e ¢=2x107% C a toltott részecske toltése,

2
e F=|—1| az elektromos tér vektora,
7
-3
e v= | 2 | a részecske sebessége, és
1
8
e B=|—5| a magneses tér vektora.
-2

Szamold ki a Lorentz-er6t a részecskére.
9. Adott hdrom pont a térben: A(1,-2,3), B(3,0,—1) és C'(—2,1,2). Szdmitsd ki a
harom pont altal meghatarozott sik normalvektorat és ird le a sik egyenletét!
10. Extra feladat (Ne keverd a vektortérrel.) Fizikdban alapvetd a létet leir6 egyenleteknél
(Maxwell egyenletek) hasznélatos a vektoridlis szorzat is. Egy vektormezének (a tér
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c sz

modon szamolhatod:

i 7k
o o0 0
VxF=|~- — —
. Oor Oy 0z
F, F, F.
aan _88&
OF, OF, OF, OF,\ OF, OF,\ » z
F— z  Oly\ z z\ 4 Oy x)k: OF, _ OF,
VX <8y c‘)z)z (82 5:76) +<3$ dy 8%, oF
ox oy
Itt a
OF,
dy

parcidlis derivalast jelent, azaz az F vektormez6ben 1évé harmadik koordindta (ami
egy flggvény) y- szerinti derivalasat jelenti.

c s 2

F,=y,F,=—x,F,=0.

11. Adott négy atom a térben egy fehérje backbonejan, szeretnénk kiszadmolni a C,N,CA
és a N,CA,C sikok altal képzett alkotott torziés (més néven diéderes, angolul dihedral)
szoget (lasd biokémidbdl a Ramachandran térképet). [ormélvektorok kozbezart szoge -
koszinus az ismert médon|. [—m, 7] tartoméanyban szoktak megadni, ezért érdemes a
sinusat is kiszdmolni:

ahol az e egy egységvektor, amely mindkét sikon rajta van. (azon két pont kiilonbsége,
normalva, amely rajta van mindkét sikon). A két aminosav a PSD-95 fehérje elsé PDZ
doménjén taldlhaté 1IUQ kédra hallgaté PDB fajlbol.
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0OE2

HE 2
HE3
HG2
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MET
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MET
MET
MET
MET
MET
MET
MET
MET
MET
MET
MET
MET
MET
MET
MET
MET
aLu
aLu
aLu
aLu
GLu
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aLu
GLu
GLu
GLu
GLu
aLu
GLu
aLu
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TYR
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898
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17.
16.
15.
15.
14.
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11.
12.
15.
15.
15.
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14a
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759
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281
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879
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.951
.B668
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458
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i
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1
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]
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W D

N{ﬂ}

@ HHH

5.3 Vegyes szorzat

2 3 0
1. Hatarozzuk megaza=|1],b= |1 ésc= | 3| vektorok altal meghatarozott par-
1 2 2

alelepipedon térfogatat és az a és b altal meghatarozott oldallaphoz tartozbé magassdgat!
Adjuk meg a magassagvektort is!
2. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket:
a) (2a+3b) x (4da—2b)
b) (3a—2b) x (20— 3a)
c) (2a+2b) x (2a —4b) + (3a+3b) x (2a —b)
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4 1 2 1
3. Adottak a kovetkezé pontok: A=|1|,B=|-3]|,C=]-3]é& P=]1
0 -2 1 1

a) Hatédrozzuk meg az ABC haromszog teriiletét a vektoridlis szorzat segitségével!
b) Egysiktiak-e az A, B, C és P pontok?
¢) Hatérozzuk meg a PABC' tetraéder P ponton dthaladé magassdgat és magassdg
vektorat!
d) Hatarozzuk meg a PABC tetraéder térfogatat!
4. Konvex dekompozicié soran felhasznaljak a vegyes szorzatot (scalar triple product).
Adott négy pontja egy haromdimenzios testnek.

v=ldbée=a-(bx?d

Py Convex Surface P
a= RU'_J f"{

P P, b= PP
I’-' = .F)'_J.lr',L

Orientation of the half-edges of the corresponding triangles

Figure 1: Scalar Triple Product

a szomszédos haromszogek élének teriilete P1P2P3 és P1P2P4 al és a2, akkor az
alabbi feltétel teljesiilése esetén lesznek egymashoz képest domboruak:

v

<
a;+ag p
ahol a p egy megadott kiiszobérték.
2 4 1 4
Adottak a kovetkezo pontok: PL= |5, Po=|5]|,P3=|2]| ésPy=1]2
8 6 3 1

Milyen p-k esetén lesz konkdvnak mindsitve ez a feliilet?






6. Linearis leképezések, definiciok

6.1 Definicio szerint

1. Bizonyitsd be, hogy az alabbi leképezések homogén linedrisak! Ezutan add meg ezek
magterét, képterét, mutasd be a dimenzié tételt, add meg a sajatértékeit és a hozzajuk
tartozé sajatvektorokat definicié szerint! (Eztra: add meg a leképezés mdtrizdat és
szdmold ki ugyanezeket a mdtriz segitségével! Allitsd elé a hozzdrendelési szabdlyt a
matrixz seqitségével is, és ellendrizd!

(a) Nyijtés: T(@)) . @)

(b) Eltolas: T((”;j)) - (i J_Fi

(c) Tiikrozés: T( <z>) _ <—yx>

(d) Nyirds: T( (i)) = (x —Zay> ahol a konstans

(e) Vetités: T((Z:)) = (2)

(f) Affin transzforméci6: T( <z>) _ <2m+3y

5T + 2y

(g) Szimmetria transzformacio: T( (;j)) = :7;

(h) Identitdstranszformécio: T((;;)) = (‘Z)

(i) y=x egyenesre vetités, kiindulasi tér a sik.
(j) Integralés a legfeljebb elséfokt polinomok terébdl a legfeljebb mésodfoku poli-
nomok terébe (az integralaskor keletkezé +c konstanssal most nem foglalkozz).
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6. Fejezet: Linearis leképezések, definiciok

(k) p(z) =az®+br+cr p0)=c
() p(z) = ax® +bx+cr q(x) = dr? +ex+ f , ahol q(x) = p(ax +b) a p linedris
transzformaltja.
(m) Négyzet: p(x) = ax?®+bx +c — p?(z) = a’x* + 2abx® + (2ac + b?)x? + 2bcx + 2

()ab%a—b
ncd a

s [a D 2a 2b
(o) Nyujtas: (c d) — (20 2d>

()N" ab'_>a—|—2bb
P)AYIas g c+2d d

.. [a b b —a
(q) Rotacié <c d) — (d —c)
itew o@D b a
(r) Tikrozés: (c d) — (d c)
b

. . a 0 2b
(s) Traceless szimmetria: I <2b O)

T 2x
(t) 3D nyudjtéas: T | |y = |2y
z 2z
T z+3
(u) 3D eltolas: T | [y | | =|y—4
z z+2
x x
(v) 3D tikrozés: T | |y | | = | —vy
z z
T x
(w) 3D Forgatas az x-tengely koriil: T' | | y = | zsin( 0 +ycos
z zcos(6 sin(

xcos(6 +ysm
= | —zsin(0 +ycos

xcos(f) — zsin 9)
xsin(f) +zcos 9

T 2x 43y
() 3D Affin transzformécié: T | [y | | = | bx+2y—4z
z —3x+2y+62

x 0
(z) Vetités az y-z sikra: T | | y = (y)
z z
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6.2 Szamitasokkal

1. Vetitsiik a tér vektorait az i vektorral parhuzamosan a j,k bazisvektorok sikjara
(vagyis merdlegesen az yz-sikra)! -
i. Ha a képvektorokat térbelinek tekintjiik, akkor ez transzformécié: R? — R3.
Add meg a transzformacié matrixat!
ii. Ezt a feladatot felfoghatjuk ugy is, hogy a térbdl a sikba “vissziikk” a vek-
torokat, ekkor R3 — R? leképezésrél (ez mar NEM transzforméacié!) van szo.
Add meg a leképezés matrixat!
iii. Oldd meg a b) feladatot gy is, hogy a képtérben a [b] bazist hasznalod a
megadott sorrendben:

- {(2) (1)

2. Vetitsiik a tér vektorait a j vektorral parhuzamosan az i,k bazisvektorok sikjara
(vagyis merSlegesen az zz-sikra).
i. Ha a képvektorokat térbelinek tekintjiik, akkor ez transzformécié: R? — R3.
Add meg a transzformécié matrixat!
ii. Ezt a feladatot felfoghatjuk tgy is, hogy a térbdl a sikba "vissziik” a vek-
torokat, ekkor R3 — R? leképezésrél (ez mar NEM transzforméacio!) van szo.
Add meg a leképezés matrixat!
iii. Oldd meg a b) feladatot gy is, hogy a képtérben a [b] bazist hasznalod a
megadott sorrendben:

(1) ()

3. Csindld meg a milt heti hazi feladatokat, add meg most mar a leképezések matrixat,
és a matrix segitségével is szdmold ki a leképezések magterét, képterét, sajatértékeit,
sajatvektorait! Ellenérizd, hogy visszakapod-e az eredeti hozzarendelési szabalyt,
ha a matrix segitségével adod meg! Ezutan add meg a leképezések matrixat ugy
is, hogy a képtérben attériink valamely mas bézisra!l Ha a képtér sik, legyen a

béazis: [b] = { < ! ) , ( 1 ) }, ha a képtér harom dimenzids, legyen a bazis: [b] =

1 —1
1 —1 1
11,1 0 ],| 2], polinomok esetében a bézis legyen [b] = 22+ 2+ 1,—2% +
1 1 1

1,2? — 22+ 1, métrixok esetében hasonléan adj meg egy 1ij bézist a képtérben!

4. Forgassuk el a sik vektorait pozitiv irdnyban 60 fokkal! Ird fel a leképezés matrixat!
Altalaban, o szoggel elforgatva, mi lesz a matrix? (i,j bazist haszndlj!)

5. Forgassunk el térbeli vektorokat az y tengely koriil o szoggel! Ird fel a leképezés
matrixat!

6. Forgassunk el térbeli vektorokat az x tengely koriill o szoggel! Mi lesz a leképezés
matrixa?
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7. Add meg az alabbi matrixt leképezések magterét, képterét, sajatértékeit, a sajatértékekhez
tartozé sajatvektorokat! Igaz-e, hogy 1-1 értelmli a leképezés? (Ez esetben a
neve: izomorfia.) Illusztrald a dimenzié tételt! Csak a magtér ismeretében mondj
kovetkeztetést a sajatértékekre!

3 6 9 1 0 2
A:[1 1] B:[1 2} C=|4 5 6 D 2 11
31 3

11 3 6

14 16 18
21 0 2 -1 0 3 1 1 2 -1 -1
F=11 2 1 F=]1-1 2 -1 G=1]1 3 1 H=|-1 2 -1
3 31 3 -3 1 1 1 3 -1 -1 2
R
I=10 2 0] J=
00 3 0 0 2 2
0O 0 0 3
8. Add meg az aldbbi matrixok adjungaltjat és inverzét!
1 2 3 3 -9 -5 1 00
A=10 1 4 B=1|2 -6 —4 C=10 2 0
5 6 0 1 -3 -2 0 0 3
Szamold ki az aldbbi méatrixokat! Mit veszel észre?
Aoyt alet ctatt
Add meg az aldbbi egyenletrendszerek megoldasait!
1 2 5
Arx=|2]|,xz=? By=|[4]|,y=? Cz=|T7]|, 2=?
3 6 8

A determinédns értéke, a matrix inverze, valamint a kapcsolédé egyenletrendszer
megoldasainak szdma kozott milyen kapcsolatot veszel észre?



7. TAS, Diagonalizacio

1. Add meg az alabbi leképezések matrixat, attdl fiiggben, hogy melyik térben milyen
bazisra tériink at!

1 3 2
(a) A leképezés matrixa az eredeti bazisparban: A= |5 1 2
1 21

i. A kiinduldsi térben attériink a v; = ,Ug = ) V3 = 1 bézisra.
1 0
ii. A képtérben attérink ab; =0 |,bo=12|,05= 0 béazisra.
0 0 3
iii. A kiindulasi és a képtérben is attériink a fenti bazisparra.
75 6
(b) A leképezés matrixa az eredeti bazisparban: B= |6 1 3
9 3 2
1 -1 0
i. A kiindulasi térben attérink aza; = |1]|,a9=1| 1 |,a3= |0 | bézisra.
0 0 1
1 -1 0
ii. A képtérben attérink ab; =|1|,b0=1| 1 |,b3= [0 | bazisra.
1 1 1
iii. A kiindulasi és a képtérben is attériink a fenti bazisparra.
1 29
(c) A leképezés matrixa az eredeti bazisparban: C' =12 3 7

771
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1 1 0
i. A kiindulési térben attériink az a; = [0 |,a9=|1],a3=|1| bazisra.
1 0 1
1 1 0
ii. A képtérben attértink ab; = |0|,by=|2|,b3= |1 | béazisra.
0 0 3
iii. A kiindulasi és a képtérben is attériink a fenti bazisparra.
210
(d) A leképezés méatrixa az eredeti bazisparban: D= 12 1 2
0 2 2
1 -1 1
i. A kiindulasi térben attériink az a; = | =3 |,a0=| 0 |,a3 = |2 | bazisra.
2 1 2
1 —1 1
ii. A képtérben attérink ab; = —-3|,bo=| 0 |,b3=]2 | bazisra.
2 1 2
iii. A kiindulési és a képtérben is attériink a fenti bazisparra.  (Mit veszel
észre?)
4 4 1
(e) A leképezés matrixa az eredeti bazisparban: T= |1 3 5
6 4 7
1 2 3
i. A kiindulési térben attériink a by = | 0 = | =2 | bazisra.
0 1
2
ii. A képtérben attérink az a; =1[11,ay = 2 , a3 = 1 bézisra.
1 1 2
iii. A kiindulasi és a képtérben is attériink a fenti bazisparra.
5 0
(f) A leképezés matrixa az eredeti bazisparban: F'= [2 4
5 8
. . s P 1 -2\ ...
i. A kiindulési térben attériink a b; = <0> by = ( 1 > bézisra.
2 1 1
ii. A képtérben attérink az a; =|1|,a3=12|,a3= |1 bazisra.
1 1 2
iii. A kiindulasi és a képtérben is attériink a fenti bazisparra.
(g) A leképezés matrixa az eredeti bazisban: G = [2 8 ﬂ
2 1 1
i. A kiindulési térben attériink az a; = (1 |,a9=1|2|,a3=|1| bazisra.
1 1 2

ii. A képtérben attériink a b, = (3) by = <_12> bazisra.
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iii. A kiindulasi és a képtérben is attériink a fenti bazisparra.

meg az el6z6 két hét Osszes leképezésének matrixat attérve az elébbi bazisok valame-
lyikére, attél fiiggben, hogy a képtér és/vagy a kiindulasi tér hany dimenzids! Ahol
nem volt megadva a leképezés matrixa, ott add meg ezt el0szor az eredeti bazisban,
majd utédna szdmold ki az j bazisban! A fenti bazisok koziil barmelyiket hasznélhatod,
csak a dimenzi6 stimmeljen!

2. Diagonalizald az alabbi matrixokat! Add meg az egyes sajatértékek algebrai és
geometriai multiplicitasat is!

1
(a) {0
0
2
(b) |1
0
1
(© |3
1
6
(d) |1
0

W PN P, WHE OF F

0

0

N = O N O

3. Diagonalizald az 6sszes eddigi transzformaciét, mindhdrom hét feladataibél! Add meg
minden sajatértéknek az algebrai és geometriai multiplicitasat is!






1. Szamold ki az aldbbi komplex szdmokat!

(a) (2430)- (4— 50)

3+4u

2+ 51
241

(
(c) (342i)-(—2—50)
(

2. Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket a komplex szdmok halmazan (z,y € C):

(a)
2+ 3i
(3-—2¢

2+ 3
3—21
6 —4¢

(b)

e A B Gt

8=i\ /. —9—7i
1—6i ():: —3-3i
2+3i) \Y 2+i

3. Valtsd 4t az algebrai alakot trigonometrikus alakra!

(a) 242
—5—51%
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8. Fejezet: Komplex szamok, polarkoordinatak

(e) —2i

(f) v3—i
(g) 4+4i
(h) —1—+/3i
(i) —3

(G) vV2—iv2

4. Szamold ki, hogy az i hanyadik hatvanyaban sziilettél! PL: 1994 = —1.
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