LinAlgDM 1. 23. gyakorlat: Determinansok

2023. december 7.

1 Determinans geometriai jelentése: kiterjedés

e 1 X l-es determindns: a 0-t a determindnsban szerepld szdmmal 6sszekot6 szakasz el6jeles hossza (kiterjedés
1 dimenzidéban).

1 x 1 determinans # abszolit érték
det([-4]) =| -3 = -3

e 2 x 2-es determindns: két sikbéli vektor &ltal kifeszitett paralelogramma el&jeles teriilete (kiterjedés 2 di-

menziéban)
C a
b
d
d
b
a C
Az aldbbi dbra azt mutatja, hogy a v = Z és w = (2) vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete

hogyan szamolhaté ki az a + b és ¢ + d oldald téglalap teriiletébdl. Ha a nagy téglalap teriiletébol kivonjuk
a kékkel jelolt téglalapok és a zolddel és rézsaszinnel jelolt haromszogek teriileteit, megkapjuk a kozépen
szerepl6 paralelogramma teriiletét.
1 1
Tpar. :Ttéglalap_2'Tkék_2'Tr6zsaszin_2'sz'ld: (a—l—c)(b+d)—2bc—2§ab—2§cd:
=a-b+a-d+c-b+c-d-—2-b-c—a-b—c-d=a-d-b-c= Ccl Z'

Mekkora az (;) és a (i) vektorok &ltal kifeszitett paralelogramma (eléjeles) teriilete?

1 2
3 4

‘:4—6:—2

.. és a (Z), ill. (;) vektorok altal kifeszitett paralelogramma (eljeles) tertilete?

3 4
1 2

'26—4:2

Ha a vektorok 180°-os szoget zarnak be, pl. (_42> és < 1 >:



e 3 x 3-as determindns (ldsd vegyes szorzat): hdrom térbeli vektor dltal kifeszitett paralelepipedon el6jeles

al b1 C1
térfogata (kiterjedés 3 dimenziéban). Legyen a = [a3 |, b= | b2 |, c5= [ 2
as bs 3
C1 Co C3
(@xb)-c=lay az az|==%Vprp
by by b3
2 Feladatok
8 5 9
Feladat 1. Egysikuak-ea [ 1|, | 7| és | 2 | vektorok?
3 4 7
Megoldas.
9 2 7
8 1 3 =01 3 2fF 378 oo a—3.7)—209-4-3.5)+78-7—1-5) =170
5 7 4 7 4 5 4 5 7

Mivel a determindns értéke nem nulla, a vektorok nincsenek egy sikban (az dltaluk kifeszitett paralelepipedon
térfogata nem nulla).

1 0 0 0
. 0 9 0 3 . . -
Feladat 2. Bazist alkotnak-e a ol lal 2]¢ |2 vektorok a négy dimenziéban?
0 1 2 0
Megoldas.
(1) g (2) 8 3 20 3 2 0 9 1
=19 4 1j=10 -2 1/=3 =3-(-4-2)=-3-6=-18
09 41 0 2 2 0 2 9 2 2
00 2 2

A szamolasok sordn kifejtettink elsé SOR szerint, kivontuk az elsé sor 8-szorosdt a mdsodikbol, majd elsé OS-
ZLOP szerint fejtettik ki.
A determindns nem 0, igy bdzist alkotnak a térben.

Feladat 3. Adott az aldbbi egyenletrendszer:

2x1 + 229 =by

—4x1 — 229 — 614 =bg

621 + 1025 + 23 + 924 =b3
4x1 + 229 + 314 =by

Igaz-e, hogy tetszOleges b1, ba, bg és by szamokra van az egyenletrendszernek megoldasa?

Megoldas. A feladatot megoldhatjuk determindns segitségével. Képezziik az egyttthatémdatrizbdl a determindnst:

2 2 0 0
-4 -2 0 -6
6 10 1 9 =12
4 2 0 3

Mivel a determindns értéke 0-tol kiulonbozd, az egyutthatomdtriznak van inverze, amivel a b vektort balrol
megszorozva egyértelmi megoldast kapunk.



Feladat 4. Szamoljuk ki a kévetkez6 determindnsokat:

1 5 4 5 25 20 1 -5 —4
det(P)=15 9 10|, det(Q)=1|5 9 10|, det(R)=|-5 9 10
1 3 2 2 6 4 -1 3 2

Megoldas. Az elsé determindns meghatdrozhatd pl. kifejtési tétellel, és det(P) = 12 lesz. A mdsik két deter-
mindns ehhez nagyon hasonld: det(Q)-t megkapjuk, ha det(P) elsé sordt 5-tel, harmadik sordt 2-vel szorozzuk,
igy det(Q) = 5 -2 - det(P) = 120. Tovdbbd det(R) elbdllithatd gy, hogy det(P) elsé sordt és elsé oszlopdt is
(—1)-gyel szorozzuk, ezért det(R) = (—1) - (—1) - det(P) = 12.

Feladat 5. Adjuk meg az aldbbi determinansok értékét!

1 2 4 2 5 4
det(M) = |7 11 2022|, det(N)=|5 9 10
3.6 12 13 2

Megoldas. det(M) harmadik sora az elsé sordnak hdromszorosa, det(N) harmadik oszlopa az elsd oszlopdnak

kétszerese, ezért:
det(M) =0, det(N)=0

Feladat 6. Ismerjiik az aldbbi determinans értékét:

S 0O

det(T) = =10

_ o O R
o O O
(e

o Qv -

ahol a,b,c,d, e, f,g € R konstansok. Hatarozzuk meg az aldbbi determinédns értékét:

% 0 0 4
3 0 0 0
det@)=|. 3. o o
d f 3¢ 0

Megoldas. Fejtsiik ki det(T')-t az utolsd sor szerint:

cred
det(T) = =(-1)-10 e fl=-b-e-g=10
00 0 g 0 0
100 0 g
Innen b-e- g = —10. Fejtsiik ki a keresett determinanst az utolsé oszlop szerint:
AR IN
det(U) = =(—4)-|c 3¢ 0|=(-4)-3b-3e-3g=(—108)-b-e-g
c 3¢ 0 O d f 3
d f 3¢ 0 g

Mivel b-e-g = —10, a megoldds:
det(U) = (—108) - b-e-g = (—108) - (—10) = 1080

Feladat 7. A p valés paraméter mely értéke(i)re kapunk linedrisan Gsszefligg6 oszlopvektorokat W-ben?

W:1—25 3



Megoldas. Akkor, ha det(W) =0

3 4 0 -1 2 5 3 1 -2 5 3
1 2 5 3| (soresere) 3 40 —1|(limd 0 15 10
dtW)=11 o 3 1| = U4 o 3 1| T Dy 5 g 4
6 -2 -1 p 6 -2 -1 p 0 10 —-31 p—18
1 -2 5 3 1 -2 5 3
(clim.) 0 10 —15 —10|etimd) 0 10 -15 —10| -
=000 CETCn ) Y T =08 0= 800
0 0 -16 p—8 00 0 p
Azaz

det(W)=-80-p=0 = p=0
Feladat 8. Szamoljuk ki az alabbi determinansok értékét:
, det(Z) =

det(X) = det(Y) =

© g ot N
W= = W
= O N O
O O Ot
~ o O N
TN N W
O WD
—= o OO
O = W
OO
O = O W
W ~J O

Megoldas.
det(X) = —186, det(Y)=-372, det(Z) =30



