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1 Elméleti osszefoglald

p
Definition 1. (Homogén) linedris leképezés

Legyenek V' és W vektorterek. Az L : V — W fiiggvényt (homogén) linedris leképezésnek nevezzilk, ha teljesiti az
aldbbi két tulajdonsigot:

(a) (linearitds) minden u,v € V esetén L(u + v) = L(u) + L(v),
(b) (homogenitas) minden u € V és minden X € R esetén L(Au) = AL(w).

Két fontos elnevezés: Ha w = L(u), akkor w az u vektor képe, mig u a w vektor dse (vagy dsképe).

Megjegyzés 1. A linedris leképezés és a homogén linedris leképezés kifejezések pontosan ugyanazt jelentik! Ha a
definiciéban szerepl6 két tulajdonsag koziil csak az egyik teljesiil, L-et sem homogén linedris leképezésnek, sem linedris
leképezésnek nem nevezhetjik!

Megjegyzés 2. A definiciéban szereplS két feltétel egy feltételként is leirhato:
(a,b) (homogenitds + linearitds) minden u,v € V és minden A € R esetén L(u + Av) = L(u) + AL(v).

Megjegyzés 3. Ha az értelmezési tartomény és az értékkészlet ugyanaz a vektortér (V = W), akkor az L : V — V

(homogén) linedris leképezést (homogén) linedris transzforméciénak nevezziik.
\

p
Theorem 2. Két (homogén) linedris leképezés sszetett fliggvénye

Két tetszéleges (homogén) linedris leképezésbdl képzett Osszetett fliggvény — ha létezik —, szintén (homogén) linedris
leképezés.

.

Egy L:V — W (homogén) linedris leképezés tovabbi fontos tulajdonsigai:

1. Nullvektor képe: Jelolje 0, € V és 0,, € W a V és W vektorterek osszeaddsra vonatkoztatott egységelemeit (azaz

nullvektorait). Ekkor |L(0,) = 0,,|.

2. Kivonds: L(u—v) = L(u) — L(v) mivel L(u —v) = L(u+ (=1)v) = L(u) + (-1)L(v).

3. Linearis kombinaciét linearis kombinaciéba visz at: [L(cly1 +-+emy,,) =al()+---+ cmL(Qm)]

4. Béazis leképezése: Ha V egy n-dimenziés vektortér, aminek v = {v;,...,v,} egy bézisa, akkor minden u € V
vektor L(u) képe felirhaté a V bazisvektorai képeinek, vagyis az L(v,),...,L(v,,) vektoroknak a linedris kom-
binaciéjaként, azaz

minden u € V esetén létezik ci1,...,c, € R, amelyre L(u) = c1L(vy) + -+ + cnL(v,).

Azonban a bézisvektorok képei, vagyis az L(v,),..., L(v, ) vektorok nem feltétleniil alkotnak bazist W-ben. Ilyen
példaul, ha W dimenzidja (m) magasabb, mint a V kiinduldsi tér dimenzidja (n), vagyis n < m.



2 Feladatok

Feladat 1. Legyen L a térbeli vektorok merdleges vetitése az xy-sikra: L : R3 — R2, L(

) = <Z) Igazoljuk,

[N S

hogy L linearis leképezés!

Megoldas. A feladatokat elészor geometriai uton oldjuk meg, utdna tekintsik a megolddsban szerepléket!

Uy U1
Legyenek u = | us | ésv = | vy | térbeli vektorok, A € R. Ellendrizzik a két tulajdonsdg teljestilését:
us3 U3
U U1 up + v
linearitds: L(u4+v) =L({u2 | + |v2 |)=L({ua+v2 |) = <u1 + 111) =
U2 + Vo
U3 U3 us + v3
U v t U1
= < 1) + < 1> =L(|u2|)+L(|v2|)=L(uw) + L(v),
u9 (%)

us U3

U1 )\-ul -u u U1
homogenitds: L(\-u) = LA~ [ug |) = L(| X-uy )—(A_J)—A.( 1)—)\~L( us |) = A L(uw)
us )\'U,g 2

Mivel mindkét tulajdonsdgot teljesiti, L linedris leképezés.
Ha valaki jobban szeretné, a fenti két vizsgdlatot egyszerre is elvégezheti Megjegyzés 2 alapjan:

e U1 ur+A-v1 UL+ A-v U v
Llu+A-v)=L({uz | +A- vz |)=L(|uz+A-0v2 ):<ul+)\.u1>:<u1>+/\'(vl):L(“)+>\'L(v)
us V3 ’U,3+>\'1)3 2 2 2 2

Mivel ez a feltétel teljestl, L linedris leképezés.

x x
Feladat 2. Legyen L a térbeli vektorok nytujtdsa/zsugoritdsa: L : R® — R3 L(|y]|) = c¢- [y ], ahol ¢
z z

rogzitett pozitiv szam (¢ > 1 esetén nyudjtasrdl, 0 < ¢ < 1 esetén zsugoritasrdl beszéliink). Igazoljuk, hogy L
linedris transzformacio!

U1 U1
Megoldas. Tekintsiik azu= |us | ésv = | vy | tetszbleges R3-beli vektorokat, és legyen A € R tetszéleges. A
us V3

linearitast és a homogenitdst ellendrizhetjik kilon-kiulon, de megtehetjik ezt eqyszerre is Megjegyzés 2 alapjan:

U U1 UL+ A v UL+ A v
Lu+X-v)=L({uz | +A-[ve |)=L({lus+A-v2|)=c-[ua+A-va| =
us V3 U3+)\'1}3 ’LL3+)\"U3
(5% )\'Ul U1l U1 Ul (%1
=c |ug|+e- | Ave| =c-|ua| +A-(c|lva])=L({uz|)+ A L(|ve]|)=L(uw)+ A-L(v)
us )\'Ug us V3 us V3

Miwvel az dsszevont feltétel teljestil, L linedris transzformdcio.

x —x
Feladat 3. Igazoljuk, hogy a térbeli vektorok tiikrdzése az origéra: L :R3 — R? L(|y|) = [ —y | linedris

z —z
transzformécio!



Ul V1
Megoldas. Legyenck u = |us | ésv= | vy | tetszéleges R3-beli vektorok és legyen A € R tetszbleges. Megje-
us V3

gyzés 2 alapjdn egyszerre meguizsgdlhatjuk a linearitdst és a homogenitdst:

U1 +>\'1)1 7(U1+A"U1) —U7 7)\"01 —U1 —V1
L(g—l—)\y) ZL( UQ+>\'UQ ) = —(’LL2+)\"U2) = —U2 —)\"02 = —Uu2 +)\ —V2 ZL(Q)—FAL(Q)
us + A - vs —(’LL3+)\~’U3) —uU3 — A - v3 —Uus —U3

Mivel a fenti feltétel teljesul, L linedris transzformdcio.

Feladat 4. Legyen L : R? — R? a sikbéli helyvektorok rogzitett ¢ szoggel .y )
pozitiv (éramutaté jérdséval ellentétes) irdnyban vald elforgatdsa. Ennek
hozzarendelési szabalya a kovetkezOképpen adhaté meg:

(7)== (o ven) = [ 1) a

Tgazoljuk, hogy L linedris transzformacié!

Megoldéas. Eldszér geometriai iton oldjuk meg!
Ezt a feladatot visszavezetjik egy sokkal dltaldnosabb problémdra:

Legyen L -V — W, L(v) = A-v, ahol V és W wvektorterek (dim(V) =n, dim(W) =m) és A € R™*™. Vajon
(homogén) linedris leképezés-e L?

Ennek meguvdlaszoldsdhoz a linearitist és a homogenitdst kell ellendrizniink. Legyenek az u,v € V wvektorok és
A € R tetszdlegesek. Ekkor:

linearitds: L(u+v)=A-(u+v)=A-u+ A-v= L(u) + L(v),
homogenitds: L(Au) = A-(Au) =A(A-u) = AL(w).

A mdtrizmiveletek tulajdonsdgait felhaszndlva ldathatjuk, hogy mindkét kritérium teljesil. Tehdt a fenti mdodon
(egy mdtriz és a vdltozdvektor szorzataként) megadott figgvények homogén linedris leképezések.

Mivel a példdban szerepld forgatdst is egy ilyen mdtriz segitségével adtuk meg, ezért ez is linedris leképezés lesz.
Ezzel a feladatot meg is oldottuk.

(Kiegészitd anyag.) De vajon miért ez a sikbéli forgatds hozzdrendelési szabdlya?

/ /
Legyen az (;) vektor képe az (Z,) vektor: (;,) =L (;) ). Irjuk fel az (;) vektort poldrkoordindtds alakban:

xz\ _ (rcos(h)
(y) o (rsin(0)> ’ (1)
ahol r az <z) vektor hosszdt, 0 pedig az x-tengely pozitiv felével bezdrt szégét jeloli.

/

frjuk fel az (Z,) képvektort is poldrkoordindtds alakban:

(2) = (o) @

Felhaszndlva az ismert trigonometrikus azonossdgokat:

cos(8 + ¢) = cos(#) cos(¢) — sin(f) sin(¢)
sin(f + ¢) = cos(0) sin(¢) + sin() cos(¢)



valamint az (1) és (2) dsszefiggéseket, megkapjuk a forgatds hozzdrendelési szabdlydt:

(x) _ <7“ cos() cos(¢) — rsin(6) sin(¢)> _ (;L cos(¢) —ysin(¢)> _ {COSQS —sin ﬂ (x) |

Y r cos(0) sin(¢) + rsin(0) cos() xsin(@) + y cos() sing cos¢d | \y

Feladat 5. Igazoljuk, hogy az az L térbeli transzformacié, amely elOszor az origéra titkrozi, majd duplajara nyujtja
a vektorokat, linedris transzformécié! Adjuk meg a hozzdrendelési szabalyt is!

Megoldas. Az eléz6 példikban lathattuk, hogy a tikrozés és a nyujtas is linedris transzformdcié. Az eme két
transzformdciobdl képzett dsszetett fiigguény szintén linedris transzformdacio lesz Tétel 2 szerint. A hozzdrendelési
szabdlyt az dsszetett fligguényeknél szokdsos mddon hatdrozhatjuk meg:

(z) tikriges (ac) nyigtds o, (x) _ <2x)
Yy -y -y —2y)’
vagyis L((g)) = (:;z)

x
Feladat 6. Tekintsiik az L : R3 — R? leképezést, amelyre L(| y | ) = <ny> Lineéris leképezés-e L ?
2

u1 U1
Megoldds. Legyeneku= [us | ésv= | vs | € R? valamint A € R tetszélegesek. Ellendrizzik a homogenitdst!
us V3
FEnnek bal oldala:
Uy Auq )
LA |u2|)=L([ Auz |) = (Aur)(Ausg) _ AUy uz 7
)‘US )\’LL3
us )\Ug

Amde a homogenitds a jobb oldalrdl indulva mdst ad:

U/l 2
o Urug \ )\U1U2 A U1U
=2 (t) = (50) = (7))
Vagyis L(Au) # A\L(u), ezért a homogenitds nem teljesil. Ennek kévetkeztében az L nem linedris leképezés! (A
mdsik tulajdonsdgot mdr meg sem kell vizsgdlni.)

A feladatot mdr megoldottuk, dm ha valaki nem a homogenitdst, hanem a linearitdst ellendrzi elészér, szintén
eljut a megolddsig:

up +u
Lluto) = L( | us + s |) = (w1 +v1)(uz +v2)\ _ (uruz +uivs + v1ug + 0102 4 U2 + V102 — L(w)+L(v).
Us + v us + v3 us + v3 us + v3
3+ v3

Tehdt L(u + v) # L(uw) + L(v), ezért a linearitds nem teljesiil, vagyis L nem linedris leképezés! (Es a mdsik
tulajdonsdgot mdr meg sem kell vizsgdlni.)

Feladat 7. Kiegészité anyag. Tekintsik a D : P, — P,_1 leképezést, amelyre D(p) = p’, ahol p’ a p polinom x
szerinti derivéltja, azaz a leképezés minden n-edfoki polinomhoz a derivaltjat rendeli:

(D)) (@) = L@) =p'(@)

Igazoljuk, hogy D egy homogén linearis leképezés!



Megoldéas. Legyenek p(x) = ag+a1x+asx®+. .. apa™ és q(x) = bo+bix+box?+...b,a" tetszéleges "vektorok”
P,,-ben.

A p € P, polinom esetén a leképezés eképpen értelmezhetd:
(D(p))(x) = p' () = a1 + 2a0x + - - + naya"""!

A definicié alapjan beldthatjuk a homogén és linedris tulajdonsdgokat:

(D(p + Q))(x) = (CL1 + bl) + 2(a2 + b2)g; 4+t n(an + bn)xn—l _
(1 + 25 4 -+ nana™) + (br + 2oz 4 - + nbyz") = (D(E)(@) + (D)),

azaz linedris, valamint
(DOAP))(x) = Aay + 2 agx + - - - + nhapz™ ' = Xay + 2a00 + - - +na,z™ ) = X (D(p))(x),

tehdt homogén.
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