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1 Elméleti osszefoglald

p
Definition 1. (Homogén) linedris leképezés

Legyenek V' és W vektorterek. Az L : V — W fiiggvényt (homogén) linedris leképezésnek nevezzilk, ha teljesiti az
aldbbi két tulajdonsigot:

(a) (linearitds) minden u,v € V esetén L(u + v) = L(u) + L(v),
(b) (homogenitas) minden u € V és minden X € R esetén L(Au) = AL(w).

Két fontos elnevezés: Ha w = L(u), akkor w az u vektor képe, mig u a w vektor dse (vagy dsképe).

Megjegyzés 1. A linedris leképezés és a homogén linedris leképezés kifejezések pontosan ugyanazt jelentik! Ha a
definiciéban szerepl6 két tulajdonsag koziil csak az egyik teljesiil, L-et sem homogén linedris leképezésnek, sem linedris
leképezésnek nem nevezhetjik!

Megjegyzés 2. A definiciéban szereplS két feltétel egy feltételként is leirhato:
(a,b) (homogenitds + linearitds) minden u,v € V és minden A € R esetén L(u + Av) = L(u) + AL(v).

Megjegyzés 3. Ha az értelmezési tartomény és az értékkészlet ugyanaz a vektortér (V = W), akkor az L : V — V

(homogén) linedris leképezést (homogén) linedris transzforméciénak nevezziik.
\
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Theorem 2. Két (homogén) linedris leképezés sszetett fliggvénye

Két tetszéleges (homogén) linedris leképezésbdl képzett Osszetett fliggvény — ha létezik —, szintén (homogén) linedris
leképezés.

.

Egy L:V — W (homogén) linedris leképezés tovabbi fontos tulajdonsigai:

1. Nullvektor képe: Jelolje 0, € V és 0,, € W a V és W vektorterek osszeaddsra vonatkoztatott egységelemeit (azaz

nullvektorait). Ekkor |L(0,) = 0,,|.

2. Kivonds: L(u—v) = L(u) — L(v) mivel L(u —v) = L(u+ (=1)v) = L(u) + (-1)L(v).

3. Linearis kombinaciét linearis kombinaciéba visz at: [L(cly1 +-+emy,,) =al()+---+ cmL(Qm)]

4. Béazis leképezése: Ha V egy n-dimenziés vektortér, aminek v = {v;,...,v,} egy bézisa, akkor minden u € V
vektor L(u) képe felirhaté a V bazisvektorai képeinek, vagyis az L(v,),...,L(v,,) vektoroknak a linedris kom-
binaciéjaként, azaz

minden u € V esetén létezik ci1,...,c, € R, amelyre L(u) = c1L(vy) + -+ + cnL(v,).

Azonban a bézisvektorok képei, vagyis az L(v,),..., L(v, ) vektorok nem feltétleniil alkotnak bazist W-ben. Ilyen
példaul, ha W dimenzidja (m) magasabb, mint a V kiinduldsi tér dimenzidja (n), vagyis n < m.



2 Feladatok

x
Feladat 1. Legyen L a térbeli vektorok merSleges vetitése az xy-sikra: L:R3 - R2 L(|y |) = <Z) Igazoljuk,
z
hogy L linearis leképezés!
x x
Feladat 2. Legyen L a térbeli vektorok nytujtdsa/zsugoritdasa: L : R® — R3 L(|y]|) = c¢- |y |, ahol ¢
z z

rogzitett pozitiv szdm (¢ > 1 esetén nytdjtasrdl, 0 < ¢ < 1 esetén zsugoritdsrdl beszéliink). Igazoljuk, hogy L
linedris transzformacio!

x —x
Feladat 3. Igazoljuk, hogy a térbeli vektorok tiikrdzése az origéra: L :R3 — R? L(|y|) = [ —y | linedris
z —z
transzformécio!
Feladat 4. Legyen L : R? — R? a sikbéli helyvektorok rogzitett ¢ szoggel by)
pozitiv (éramutaté jérdséval ellentétes) irdnyban vald elforgatdsa. Ennek
hozzarendelési szabalya a kovetkezOképpen adhaté meg: ) (x.y)
X,y

() =u (0= (o ven) = [ 1) g

Tgazoljuk, hogy L linedris transzformacié!

Feladat 5. Igazoljuk, hogy az az L térbeli transzformacié, amely elOszor az origdra tiikrozi, majd duplajara nyujtja
a vektorokat, linedris transzformacié! Adjuk meg a hozzarendelési szabdlyt is!

Feladat 6. Tekintsiik az L : R — R? leképezést, amelyre L( )= (iy) Linedris leképezés-e L 7

IS IS

Feladat 7. Kiegészité anyag. Tekintsik a D : P, — P,_1 leképezést, amelyre D(p) = p’, ahol p’ a p polinom x
szerinti derivaltja, azaz a leképezés minden n-edfoku polinomhoz a derivaltjat rendeli:

(D)) (@) = L@) =p'(@)

Igazoljuk, hogy D egy homogén linearis leképezés!
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