LinAlgDM 1. 19-21. gyakorlat: Vektortér, altér, linearis fliggetlenség,
bazis, generatorrendszer

2023. november 30-december 1.

1 Vektortér, altér

p
Definition 1. Vektortér (més néven: linedris tér)

A V nemiires halmazt vektortérnek nevezziik az R test folott, ha

1. a V halmazon értelmezhet6 egy Osszeadds nevii miivelet, amely két tetszéleges V-beli elemhez hozzarendel egy
V-beli elemet tigy, hogy teljesiti a kovetkez6 axiémékat:

e zartsag: Yv,,v, € V esetén v, + v, € V,
e kommutativitds: Vv,,v, € V esetén v, + vy = v, + v,
e asszociativitds: Yv,,v,,v4 € V esetén v, + (v, +v5) = (v, +v,) + Vs,

e létezik az Osszeadds egységeleme: 30 € V amire igaz, hogy Vv € V esetén 0 + v = v (ezt hivjuk a vektortér
nullvektoranak),

e létezik az Osszeaddsra vonatkozé inverz elem: Yv € V-re 3(—v) € V, amelyre (—v) +v = 0,

2. a V halmaz és R kozott értelmezhet6 a skaldrral valé szorzas nevii miivelet, amely egy tetszéleges V-beli elemhez
és egy R-beli szdmhoz (vagyis skaldrhoz) hozzdrendel egy V-beli elemet ugy, hogy teljesiti a kovetkezd axiémdakat:

e zirtsag: VA € R és Vv € V esetén \v € V,

o vegyes disztributivitds V-re: VA € R és Vv, v, € V esetén A\(v; + v,) = Av; + Avy,
o vegyes disztributivitds R-re: VA1, A2 € R és Vv € V esetén (A1 + A2)v = Mv + Aav,
e vegyes asszociativitds R-re: VA1, A2 € R és Vv € V esetén A1 (A2v) = (M A2)y,

e Vv € V esetén 1lv = v, ahol 1 € R a valds szamtest egységeleme.

A fent targyalt két miiveletet kozosen vektormiiveleteknek nevezziik.

Megjegyzés 1. A skaldrral (vagyis szammal) valé szorzdst ne tévessziik Ossze a skaldris szorzattal! A skaldrral vald
szorzds egy szammal szoroz meg egy vektort (pl: 3 -v), a skaldris szorzat viszont két vektort szoroz 6ssze (pl. v - w).

Megjegyzés 2. A valds szamtest egységeleme az 1 valds szam.
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Definition 2. Altér (més néven: linearis altér)

Tekintsiik az R feletti V vektorteret. A W C V halmazt a V (lineéris) alterének nevezziik, ha W szintén R feletti vektortér
a V-n értelmezett miiveletekre nézve.

Megjegyzés 3. Egy altér maga is vektortér!
Megjegyzés 4. Ebbol kovetkezik, hogy az ilires halmaz nem altér, mivel egy vektortér nem lehet iires halmaz.

Megjegyzés 5. A definiciéban tartalmazas szerepel (és nem valddi tartalmazds), igy minden vektortér altere onmagdnak.
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Theorem 3. Altér zartsiga

W altere V-nek akkor és csak akkor, ha W zart az Osszeadasra és a skalarral val6 szorzédsra nézve, vagyis:
1. Yu,,v, € W esetén v, +v, € W,
2. VA ER és Vv € W esetén v € W.




Megjegyzés 6. E két tulajdonsigot egyszerre is megvizsgdlhatjuk: W altere V-nek akkor és csak akkor, ha
VA €R és Vu,,v, € W esetén v, + Av, € W.

Megjegyzés 7. Az Gsszeadds és a skalarral valé szorzéds tulajdonsigait a W altér a V' vektortértdl “orokli”.

1.1 Feladatok

Feladat 1. Tekintsiikk az A = [Z b] alaku valds elem@i matrixok V' halmazat.

0
(a) Bizonyitsuk be, hogy V vektortér a valés szdmok halmaza felett, a matrixok Osszeaddsira és a métrixok

szamszorosara nézve!

(b) (Linedris) alteret alkot-e V-ben a [2 b] alakd matrixok halmaza?

0
Feladat 2. Tekintsiik a (3 x 5)-0s valds elemi matrixokat!
(a) Vektorteret alkotnak-e R felett, a matrixok szokdsos Osszeaddsédra és a matrixok szdmszoroséra nézve?
(b) A (3 x 5)-6s nullmétrix alteret alkot-e R3*5-ben?
(c) Az egész elemii (3 x 5)-6s matrixok alteret alkotnak-e R3*°-ben?
(d) A (99 x 99)-es valés métrixok alteret alkotnak-e a (100 x 100)-as valés métrixok vektorterében?

Feladat 3. Vektorteret alkotnak-e a valds (vagyis az R-bil R-be képezd, mashogy megfogalmazva: R — R tipusi)
figgvények R felett, a fliggvények szokasos Osszeadasara és szadmmal vald szorzasara nézve?

Feladat 4. Tekintsiik a legfeljebb masodfokt polinomok terét:
Py = {p(x) =az®+ bz +c|abcecR} (1)
(a) Igazoljuk, hogy P, a szokdsos Osszeaddsra és szdmszorosra nézve vektorteret alkot a valds szdmtest felett!
(b) Igazoljuk, hogy P» altere a valés fuggvények vektorterének!
(
(d

(e) A mésodfoku polinomok alteret alkotnak-e Pa-ben?

)
)
c) A legfeljebb elséfoki polinomok tere (P;) altere-e P>-nek?
) P, altere-e 6nmagdnak?

)

(f) Vektorteret alkotnak-e a masodfoki polinomok R felett a szokdsos miiveletekre nézve?

Feladat 5. Jeloljiikk D-vel az (n x n)-es métrixok halmazabdl azon métrixokat, amelyeknek minden eleme nulla,
kivéve a {64tl6t, ahol barmely pozitiv valés szém dllhat. Linedris tér-e (vektortér-e) D a valés szdmtest felett, ha
D-ben az Osszeadast és a valds szdmmal vald szorzast a matrixokndal szokdsos médon értelmezziik?

ay, 0 --- 0
0 ag -~ 0

D=¢A=| . L ) a11,a22, ., App € RT
0 0 - ap,

ahol BT a pozitiv valés szamok halmazat jeloli.
Feladat 6. Igazoljuk, hogy a (3 x 3)-as diagondlis métrixok alteret alkotnak a (3 x 3)-as métrixok terében!

Feladat 7. A pozitiv szdmok halmaza, V = RT vektorteret alkot-e R felett a kiovetkezd (bekarikdzdssal jelolt)
miiveletekre?

ahol a,b € RT és A € R, tovabba a “hagyomanyosan” jelolt szorzas és hatvanyozds a valds szamok halmazan

értelmezett szorzas és hatvanyozas.

2 Linearis kombinacio

A linearis kombinaci6 a vektorok linearis fliggetlenségének vizsgalatandl is meghatarozo szerepet jatszik.



Definition 4. Linedaris kombin&cio

A vy, vy, ..., v, vektorok linedris kombinacidjan a kovetkezo kifejezést értjiik:
)\121 + )\222 P ooogF )\ny»fm

ahol A1, X2, ..., An € R. Azt mondjuk, hogy a v vektor a v,, v,, ..., v,, vektorok linedris kombinaciéja (avagy a v vektor
elédll a vy, vy, ..., v, vektorok linedris kombindcidjaként), ha léteznek olyan A1, A2, ..., A\ € R szdmok, amelyekre

Q:)\lyl +>\222+"'+Anyn-

Egy linearis kombinacié trivialis, ha minden \; skaldr egyiitthaté6 0. Ha van olyan skalar, ami nem nulla, a linedris
kombinacié nem trivialis.

Megjegyzés 8. Nyilvanvald, hogy barmely trivialis linearis kombinécié a nullvektort adja.

2.1 Feladatok
Feladat 8. Tekintsiik a (2 x 2)-es métrixok vektorterét. Ennek ”vektorai” a (2 x 2)-es méatrixok. Allftsuk el§ a

0 8 0 2 -1 3 -2 0
— ” ” — _ _ I 5 1s . e e, , '
v [2 1] vektort” a v; [1 0} , Ug [ 1 2} , Vg [ 1 3} vektorok” linearis kombinéciéjaként!

Feladat 9. Tekintsiik a legfeljebb mésodfoki polinomok vektorterében a kovetkezd “vektorokat”:

p(x) = 42> + 52+ 5
pi(z) =% +22+3

o(z) = —2® + 2+ 4
p3(r) = 32 + 3z + 2

3

Eléallithat6-e a p(z) ”vektor” a t6bbi linedris kombindcidjaként?

3 Linearis fliggetlenség

e N\
Definition 5. Linedris fliggetlenség

A vy, vy, ..., v, vektorok linearisan fiiggetlenek, ha Zn: Aiv; = 0 csak ugy lehetséges, ha minden A\; = 0, vagyis a
nullvektort csak trivialis linedris kombindacioval allitjak el(’ﬁ';.:1
A v, vy, ..., v, vektorok linearisan 6sszefiiggbek, ha a Zn: Aiv; = 0 linedris kombindciéban lehet nullatdl kiilonbo6zé
i egyiitthatd, vagyis a nullvektort nemtrividlis linearis komf):irlléciéval is eloallitjak.

\ J

3.1 Feladatok

Feladat 10. Doéntsiik el, linedrisan Osszefiiggs-e a aldbbi vektorrendszer R?-en: (1> , ( 1 )

Feladat 11. Dontse el, linearisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorok!

1 1 1
vi=12],v=10],v=|1
1 2 0

3.2 Linearis fiiggetlenség kapcsolata a determinanssal és az el6allitas egyértelmiiségével

[ Theorem 6. Linedris fliggetlenség vizsgalata determindnssal ]

Tetsz6leges n db R™ -beli vektor linedrisan fliggetlen pontosan akkor, ha a bel6liikk képzett determindns nem nulla (és
linedrisan Osszefiiggé pontosan akkor, ha a determindns nulla).



Megjegyzés 9. Ugyanis, ha azt vizsgaljuk, hogy v,,v,,...,v, € R" fiiggetlenek-e, akkor a
MYy + Aavy + -+ Apy, =0

homogén linedris egyenletrendszer megolddsainak szamét vizsgdljuk (homogén esetben mindig van megoldés: vagy 1 vagy
oo sok). A megolddsok szdma 1 - ami a trividlis megoldds: A1 = Ay = -+ = A, = 0 - akkor és csak akkor, ha a vektorok
linearisan fiiggetlenek. Ellenben, végtelen sok megoldds akkor és csak akkor van, ha a vektorok linedrisan Osszefiiggbek.
A fenti egyenletet felirhatjuk matrixos alakban is, ahol az A métrix oszlopai a v, vektorok:

A1
Az
A-A=0, A= [ v, \QZ \ \ v, } ER™™, A=
An
Az egyenletrendszernek pontosan akkor lesz végtelen sok megoldasa, ha a fels6hdromszog-matrix kialakitdsa soran - amit
Gauss-elimindciéval végziink - azonosan nulla sor keletkezik benne (mert ekkor e sor elhagydsival az A sorainak szdma
(r) csokken, és mivel r < n, a szabadsédgi fok szf =n—r > 1, ami legaldbb egy szabad paramétert jelent a megolddsban).
Ez pedig pontosan akkor lehetséges, ha det(A) = 0.

Megjegyzés 10. A determindns tulajdonsigaibdl adddik, hogy a vizsgélt vektorok linedris fiiggetlenségét nem befolydsolja
sem a vektorok sorrendje (mivel egy sorcsere vagy oszlopcsere a determindns értékének csak az el8jelét valtoztatja meg),
sem az, hogy sor- vagy oszlopvektorként szerepelnek a determindnsban (mivel det(A) = det (AT)).

Megjegyzés 11. A determindnsos médszer csak n db n komponensii vektor linedris fliggetlenségének vizsgalatara alka-

Imas, mert egy determinans sorainak és oszlopainak szdma egyenld.
|
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Theorem 7. Vektorok egyértelmii eléallitasa

A v vektor v =

o8

AiV; = A10; + A2vy + - - -+ Ao, eldallitasa akkor és csak akkor egyértelmi, ha v, v,, ..., v, linedrisan
=1
fliggetlen rendszer.

.

3.3 Feladatok

Feladat 12. Tekintsiik a legfeljebb masodfoki polinomok vektorterét! Linearisan fiiggetlenek-e a
pi(z) =2 +22+3
po(z) = —2® + 2+ 4
p3(r) = 32 + 32 + 2

"vektorok”?

Feladat 13. Tekintsiik a 2 x 2-es matrixok vektorterét. Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi ”vektorok”?

0 2 1 3 2 0
D=l oopp®T 1 o"BT 1 3

Feladat 14. Linearisan fliggetlenek-e az alabbi vektorok?

4 —4 -2 —16
N 1 3 N ] . 5 4
a= 74 I b_ 5 I c= 75 I d_ 75 ER
-1 1 3 4

Feladat 15. Milyen p € R paraméter esetén lesznek az

2 1 0
a = —6 ) b: -2 , €= 3
10 7 p

vektorok linedrisan Gsszefiiggoek?

4 Generatorrendszer, bazis, dimenzi6



Definition 8.

Generatum: A v,,v,,...,v, € V vektorok generatumanak nevezziik és < vy, v,,...,v;, >-val jeloljik a v;,v,,...,v;
Osszes lehetséges linedris kombindcidjaval el6allithaté vektorok halmazét. Ez a halmaz alteret képez V-ben. A v,,v,,...,v,
generatumét nevezik a v,,v,, ..., v, vektorok &ltal kifeszitett altérnek is, és span{v,,v,,...,v, }-val is jelolik.

Generatorrendszer: Azok a vektorok, melyek linedris kombinaciéjaként a vektortér minden eleme el64ll,
generatorrendszert alkotnak. (Vagyis egy generdtorrendszer generdtuma a vektortér lesz.)

Bazis: A V vektortérbeli b;, by, ...bn vektorok a V béazisat alkotjak, ha
e minden V-beli vektor el6dll a linearis kombinaciéjukként és
® ab,, by, ...b, vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Masképp megfogalmazva: a bézis linedrisan fiiggetlen vektorokbdl allé generdtorrendszer.

Dimenzié: Egy V vektortér béazisainak elemszama &llandé. Ezt a szamot a vektortér dimenzidjanak nevezziik, és
dim(V)-vel jeloljiik.

Koordinatik, koordindta matrix: Legyen b;,b,,...,b, a V vektortér egy bazisa. A vektortér barmely v € V' vektora
egyértelmiien el6all a bazisvektorok linedris kombinacidjaként: v = A1b; + A2by + -+ + Anb,,. Ekkor a A1, A2,...,An €R
A1
A2
szamokat a v vektor b;,b,,...,b, bézisra vonatkozé koordinatainak nevezziik, a . vektort pedig a v

A
. . "7 by obayeesby]
vektor b,,b,,...,b, bazisra vonatkoz6 koordinatamatrixanak hivjuk.

Megjegyzés 12. A v € V vektor koordindtamétrixa egy vektor!
Megjegyzés 13. A v € V vektor koordindtamatrixdnak annyi komponense van, ahdny dimenzidés a V' vektortér.
Megjegyzés 14. Minden bazis generdtorrendszer, de nem minden generdtorrendszer bazis. (De egy linedrisan 6sszefliggd

generdtorrendszer bazissa tehetd a megfelels vektorok elhagyésaval.)
| J
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Theorem 9. Bézis megadasa n-dimenziés vektortérben

Legyen dim(V) = n. Ekkor bdrmely n db linedrisan fiiggetlen V-beli vektor bdzist alkot V-ben.

. J

4.1 Feladatok

Feladat 16. Igazoljuk, hogy ag, = (1) 9y = (_11> 19y = (_1) vektorok az R? egy generdtorrendszerét alkotjak!
Bézist alkotnak-e ezek a vektorok R2-en?

Feladat 17. Adjuk meg a kdvetkez6 vektorok &dltal generalt alteret!

1 0 0
€1 = 0 y €9 = 1 y €3 = 0
0 0 1

Feladat 18. Tekintsiik a kovetkezd vektorokat:

1 1 1
vi=12],0=(0],v3=1[1
1 2 0

Igaz-e, hogy
(a) linedrisan fliggetlenek?
(b) generdtumuk megegyezik-e R3-mal, vagyis (v,,v,,v3) = R3?
(¢) bézis alkotnak?

Feladat 19. Tekintsiik a kovetkezd R¥-beli vektorokat:

0 3 1 3
3 -3 2 3
Q_ 1 ’ b_ 72 ’ Q_ 2 ’ d_ 2
—2 1 1 -1




(a) Bézist alkotnak-e R*-ben?
—1
(b) Allitsuk els a v = g vektort az a, b, ¢, d vektorok linearis kombinaciéjaként! Adjuk meg a v vektor

-5
{a, b, ¢, d} bazisra vonatkozé koordindtamétrixét!

Feladat 20. (a) Hatérozzuk meg az Gsszes megolddsat az aldbbi egyenletnek!

2 —4 3 3 0
1 -1 -1 0 0
| el ol s e s | =
-7 -3 32 15 0
——
a, as ag a,

(b) Hény linedrisan fliggetlen vektor vélaszthaté ki az egyenlet bal oldalédn 8116 vektorokbdl?

(¢) Adjuk meg a négy vektor &ltal generdlt alteret!

Feladat 21. Tekintsikk az A = {CCL 8} alakd valds elem(i matrixok vektorterét:

V:{A: [‘CL 8] | mb,cER}.

(a) Adjuk meg a vektortér egy bazisat! Adjuk meg az {Ccl (lﬂ 7vektor” e bézisra vonatkozé koordindtamatrixat

is!

(b) Igaz-e, hogy a B = [71- 8] matrix az el6z6 alpontban megadott béazisra vonatkoztatott koordinatamatrixa

egy 3-dimenzids vektor?

(¢) (Linedris) alteret alkot-e V-ben az {(c) g] alakd matrixok halmaza? Ha altér, adjunk meg egy bazist! Héany

dimenziés ez az altér?
Feladat 22. Tekintsiik a legfeljebb masodfokd polinomok terét:
Py = {p(z) =az® +bx+c|abceR}

Adjunk meg egy bézist ebben a vektortérben! Adott bézisra vonatkozé koordindtdkhoz mely polinom tartozik?
Adjuk meg P, dimenzidjat!

0
Feladat 23. Igazoljuk, hogy az R® vektortér v = | ¢ |, ¢ € R tipusi vektorai a vektortér egy alterét alkotjak!
3¢
) 0
Mely vektorok feszitik ki az alteret? Irjuk fel a w = | 8 | vektort az altér egy bazisdban!
24
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