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1 Vektortér, altér

p
Definition 1. Vektortér (més néven: linedris tér)

A V nemiires halmazt vektortérnek nevezziik az R test folott, ha

1. a V halmazon értelmezhet6 egy Osszeadds nevii miivelet, amely két tetszéleges V-beli elemhez hozzarendel egy
V-beli elemet tigy, hogy teljesiti a kovetkez6 axiémékat:

e zartsag: Yv,,v, € V esetén v, + v, € V,
e kommutativitds: Vv,,v, € V esetén v, + vy = v, + v,
e asszociativitds: Yv,,v,,v4 € V esetén v, + (v, +v5) = (v, +v,) + Vs,

e létezik az Osszeadds egységeleme: 30 € V amire igaz, hogy Vv € V esetén 0 + v = v (ezt hivjuk a vektortér
nullvektoranak),

e létezik az Osszeaddsra vonatkozé inverz elem: Yv € V-re 3(—v) € V, amelyre (—v) +v = 0,

2. a V halmaz és R kozott értelmezhet6 a skaldrral valé szorzas nevii miivelet, amely egy tetszéleges V-beli elemhez
és egy R-beli szdmhoz (vagyis skaldrhoz) hozzdrendel egy V-beli elemet ugy, hogy teljesiti a kovetkezd axiémdakat:

e zirtsag: VA € R és Vv € V esetén \v € V,

o vegyes disztributivitds V-re: VA € R és Vv, v, € V esetén A\(v; + v,) = Av; + Avy,
o vegyes disztributivitds R-re: VA1, A2 € R és Vv € V esetén (A1 + A2)v = Mv + Aav,
e vegyes asszociativitds R-re: VA1, A2 € R és Vv € V esetén A1 (A2v) = (M A2)y,

e Vv € V esetén 1lv = v, ahol 1 € R a valds szamtest egységeleme.

A fent targyalt két miiveletet kozosen vektormiiveleteknek nevezziik.

Megjegyzés 1. A skaldrral (vagyis szammal) valé szorzdst ne tévessziik Ossze a skaldris szorzattal! A skaldrral vald
szorzds egy szammal szoroz meg egy vektort (pl: 3 -v), a skaldris szorzat viszont két vektort szoroz 6ssze (pl. v - w).

Megjegyzés 2. A valds szamtest egységeleme az 1 valds szam.
\ J

p
Definition 2. Altér (més néven: linearis altér)

Tekintsiik az R feletti V vektorteret. A W C V halmazt a V (lineéris) alterének nevezziik, ha W szintén R feletti vektortér
a V-n értelmezett miiveletekre nézve.

Megjegyzés 3. Egy altér maga is vektortér!
Megjegyzés 4. Ebbol kovetkezik, hogy az ilires halmaz nem altér, mivel egy vektortér nem lehet iires halmaz.

Megjegyzés 5. A definiciéban tartalmazas szerepel (és nem valddi tartalmazds), igy minden vektortér altere onmagdnak.
\ J

P
Theorem 3. Altér zartsiga

W altere V-nek akkor és csak akkor, ha W zart az Osszeadasra és a skalarral val6 szorzédsra nézve, vagyis:
1. Yu,,v, € W esetén v, +v, € W,
2. VA ER és Vv € W esetén v € W.




Megjegyzés 6. E két tulajdonsigot egyszerre is megvizsgdlhatjuk: W altere V-nek akkor és csak akkor, ha
VA €R és Vu,,v, € W esetén v, + Av, € W.

Megjegyzés 7. Az Gsszeadds és a skalarral valé szorzéds tulajdonsigait a W altér a V' vektortértdl “orokli”.

1.1 Feladatok

Feladat 1. Tekintsiikk az A = [(cl 8] alaku valds elemii matrixok V' halmazat.

(a) Bizonyitsuk be, hogy V vektortér a valés szdmok halmaza felett, a matrixok Gsszeaddsira és a métrixok

szamszorosara nézve!
V:{A: [“ b} | a,b,ceR}
c 0

Vizsgdljuk a zdrtsdgot (egyszerre az dsszeaddsra és a skaldrral vald szorzdsra): legyen A € R és A =

{a b} ,B= [d 6} € V tetszoleges. Ekkor

Megoldas.

c 0 f o

a b d e a b Ad e a+Ad b+ e
A“LAB:L O}JFA[f O]ZL 0}+[)\f O]ZLJFAf 0 }EV

A mdtrizok dsszeaddsa és skaldrral valé szorzdsa tulajdonsdagaikbdl adddéan teljesitik az dsszes tobbi vek-
tortér-aziomdt: legyen A, A1, As € V, A\, A1, A2 € R. FEkkor az dsszeadds miveletre teljesiil, hogy

o Ay + Ay = As + Ay, mert a mdtrixok osszeaddsa kommutativ,

A1+ (As + A3) = (A1 + A2) + A3, mert a mdtrizok dsszeaddsa asszociativ,
a vektortér "nullvektora” a (2 x 2)-es nullmdtriz: Qaxo € V., mert VA € V esetén Qaxo + A = A,

—a —b
—c 0

minden A = {Z 8} -hoz létezik inverz elem, és ez a (—A) = [ }, mert (—A) + A = Oaxa,

tovdbbd a skaldrral valo szorzds miveletre teljesil, hogy

A(A1 4+ Az) = AA1 + M,

(M 4+ X)A =X A+ XA,

A1(A24) = (A1 A2)A,

o Legyen 1 € R a valds szamtest eqységeleme, ekkor 1A = A.

Tehat a V' wvektorteret alkot R felett a mdtrixok dsszeaddsa és szamszorosa vektormiveletekkel. A 'V wvek-

tortér "vektorai” az {(; 8} alaki valds elemid matrizok.

(b) (Lineéris) alteret alkot-e V-ben a [2 8] alakd matrixok halmaza?

Megoldéas. FEhhez a zdrtsagot kell meguizsgdlnunk az dsszeaddsra €s a szamszorosra nézve is. Ezt a Meg-

jegyzés 6 alapjdan megtehetjik egyszerre: legyen A € R és A = {2 8} eW, B= [?c 8} € W tetszdleges.

FEkkor ) ) \ b
10 0 el |0 0 el 0 + Ae
A‘LAB_[C o]*k[f o}_[c O]+[>\f 0}_[c+/\f 0 ]EW'
Ezért W altere V -nek.

Feladat 2. Tekintsiik a (3 x 5)-0s valds elemii méatrixokat!

(a) Vektorteret alkotnak-e R felett, a matrixok szokdsos Osszeaddsdra és a matrixok szdmszorosdra nézve?



Megoldds. Az elézé feladathoz hasonldan bizonyithatd, hogy bdrmely (de rogzitett) m,n € NT-ra az
(m x n)-es valds elemd mdtrizok vektorteret alkotnak R felett a fent értelmezett miveletekkel. Igy R3*®
vektortér R felett a mdtrizok dsszeaddsa €s valos szdmmal vald szorzdsa miveletekre nézve.

(b) A (3 x 5)-6s nullmatrix alteret alkot-e R**5-ben?

Megoldas. Az altér-jeldltink a (3 x 5)-ds nullmdtrizot tartalmazd egyelemd halmaz:
0 00 0O
N3y5 = 0 00 0O
0 00 0O

Vegyiink két tetszdleges elemet ebbdl a halmazbdl! Mivel mindkettd csak a (3 x 5)-6s nullmdtrix lehet, ezért
ezek Osszege is a nullmdtrixz lesz, illetve ezek bdrmely valds szdmmal valo szorzdsa szintén a nullmdtrizot
eredményezi. Mivel zdrt a vektormiiveletekre, a (3 x 5)-ds nullmdtriz alteret alkot R3*5-ben.

(c) Az egész elemii (3 x 5)-6s matrixok alteret alkotnak-e R3*°-ben?

Megoldas. Ha pl. irraciondlis szammal szorzunk olyan mdtrizokat, amelyek csak egész szdmokat tartal-
maznak, akkor eredményil irraciondlis szamokat (és nulldkat) tartalmazé mdtrizokat kapunk. Tehdt az
egész elemd mdtrizok halmaza nem zdrt a valds szdmmal vald szorzdsra nézve, és igy nem altere R3*®-nek.

(d) A (99%99)-es valés métrixok alteret alkotnak-e a (100x100)-as valés métrixok vektorterében?

Megoldas. Nem, a két térnek semmi kéze eqgymdshoz. A (100 x 100)-as mdtrizok vektorterének alterében
csak (100 x 100)-as mdtrizok lehetnek!

Feladat 3. Vektorteret alkotnak-e a valds (vagyis az R-bol R-be képez8, méshogy megfogalmazva: R — R tipusi)
fliggvények R felett, a fliggvények szokasos Osszeaddsdra és szammal vald szorzasara nézve?

Megoldas. A halmaz, amit meguizsgdlunk, hogy vektortér-e:
V={f:R—=R},
Legyen f,g € V. Két valds fligguény 0sszegén az aldbbi fiigguényt értjiik:
f+g: R=>R, (f+9)(x)=f(z)+g(z), VreR esetén.

Ennek segitségével megadhatjuk a "+"-szal jelolt valds fliggvények o6sszeaddsa miveletet, ami az aldbbi
fligguény lesz:
+:VxV-=V, +(f,9)=F+g

Ez teljesiti az aldbbi axiomdkat:

e zdrtsdg: a fenti definicidébdl lathatjuk, hogy két valds (azaz R-b4l R-be képezd) fiigguény dsszege is valds
(R-b8l R-be képezd) fiigguény lesz, tehdt ha f,g € V, akkor f+ g € V, ami azt jelenti, hogy a fiigguvények
osszeaddsa nem vezet ki V-bdl,

o kommutativitds: Tetszbleges, rogzitett x € R érték esetén f(x) és g(x) egy-eqy valds szdm lesz. Mivel a
valds szdmok dsszeaddsa kommutativ, ezért f(x)+ g(x) = g(x) + f(x). Mivel ez az dsszefiiggés kilon-kilon
1gaz lesz minden egyes rogzitett x esetén, igy x-tdl fliggetlendl mindig teljestil, vagyis f +g9g =g+ f.

e asszociativitds: rogzitett x € R esetén f(x), g(x) és h(x) egy-egy valds szdm lesz, a valds szdmok dsszeaddsa
pedig asszociativ, igy f(x) + (g(z) + h(z)) = (f(z) + g(x)) + h(x). Mivel ez igaz minden rogzitett x € R
esetén, ezért x-tdl fiiggetlendl teljesil, tehdt f + (g+ h) = (f + g) + h,



e a vektortér nullvektora az azonosan nulla figgvény lesz (ami minden valds szdmhoz a 0-t rendeli:
Or : R > R, Or(z) = 0. Ez teljesiti azt a feltételt, hogy Vf € V esetén f + O0r = f, mert f(z) + Or(x) =
f(z) + 0= f(x) minden x € R-re. Vagyis ez lesz az osszeadds egységeleme,

e minden f € V-hez létezik az dsszeaddsra vonatkozd, (—f)-fel jelolt inverz elem, és ennek hozzdrendelési
szabdlya: (—f)(z) = —f(x). Ugyanis Vo € R esetén (—f)(z) + f(x) = 0 teljesil, vaqyis x-tdl figgetleniil
igaz, hogy (—f) + f = Og.

Egy valds figguény szdmszorosa alatt az aldbbi figguényt értjik:
A R=R, (Af)(z)=X-f(x), VYxeR esetén.

Ennek segitségével értelmezhetd a - -tal jelolt valds filiggvény szdmmal valé szorzdsa mivelet, ami az aldbbi
fiigguény lesz:
G VXR-SR, - (fLA)=Af

o zdrtsag: wvalds fligguény szdmszorosa is valds figguény lesz: ha f € V', akkor - f € V', vagyis a fiiggvények
szdammal vald szorzdsa mem vezet ki V-bél,

e vegyes disztributivitds V-re: Régzitett x € R esetén f(x) és g(x) egy-egy valds szdm. A wvalds szdmokra
teljesiil, hogy Y, f(x),g(x) € R esetén M\(f(x) + g(x)) = Af(x) + Ag(x). Mivel ez az dsszefiiggés minden
rogzitett x esetén teljesil, ezért x-tdl figgetlendl is igaz lesz, vagyis Vf,g € V és X € R esetén \(f + g) =
Af+ Ag,

o vegyes disztributivitds R-re: YA1, Ao € R ésVf € V esetén (A +Xo)f = M f+Aaf: ez az el6z6héz hasonldan
bizonyithatd,

e vegyes asszociativitds R-re: Y1, Ao € R és Vf € V esetén A\i(Aaf) = (M) f: ez szintén az el6zbekhez
hasonloan bizonyithato,

o Vf €V esetén teljesiil, hogy (1f)(xz) =1 f(z) = f(x), ahol 1 € R a valds szdmtest egységeleme. Mivel
ez minden rogzitett © € R esetén igaz, igy x-tdl fliggetlendl is igaz lesz, azaz Vf € V esetén teljesiil, hogy

(a-f)="r

Tehdt a valds figguények vektorteret alkotnak R felett a fent értelmezett két mivelettel. Ebben a vektortérben a
"vektorok” a valds fiigguények lesznek. Példdul a vektortér két vektora: v, = cos(x), vy = x2 +e®. Ezek dsszege:
vy + vy = cos(x) + 22 + €%, az elsé vektor 5-szérdse: v, = Hcos(w).

Feladat 4. Tekintsiik a legfeljebb mésodfokd polinomok terét:
Py = {p(x) = az® + bz +c | a,b,c € R} (1)

(a) Igazoljuk, hogy P, a szokésos Osszeaddsra és szdmszorosra nézve vektorteret alkot a valds szémtest felett!

Megoldas. Zdrtsdg: legyen p,q € Py és A € R tetszbleges, ahol

p(z) = ax® +bx +c
qz) =dz’ 4 cx+e

FEkkor:

(p+a)(@) =(a+d)a”+(b+c)z+(cte) € P
A-p(z) = az® + \bx + Ac € Py

vagyis két legfeljebb mdsodfoki polinom dsszege is eqy legfeljebb mdsodfoki polinom, illetve egy legfeljebb
masodfoki polinom szdmszorosa is eqy legfeljebb mdsodfoki polinom. Tehdt a fenti miveletek nem vezetnek
ki Py-bdl.

Miwvel a mdsodfoki polinomok valés fiigguények, és a valds figguények teljesitik a vektortér tovdbbi 8 tu-
lajdonsdgat, a mdsodfoki polinomokra is igazak lesznek ezek a tulajdonsdgok. A vektortér nullvektora az
azonosan nulla polinom, mig a p(x) = ax? + bx + ¢ polinomhoz tartozé, dsszeaddsra vonatkozé inverz elem
a (—p)(x) = —az? — bx — ¢ lesz. A konstanssal valé szorzds egységeleme itt is az 1 € R.



A Py vektortér vektorai tehdt a legfeljebb mdsodfoki polinomok lesznek, Ilyenek példdul v, = 3x> — 3z + 6
és vy = —Tw. A két vektor dsszege vy + vy = 322 — 3x + 6 — Tz = 322 — 102 + 6, a vy vektor 3-szorosa:
3 vy =21z

(b) Igazoljuk, hogy P» altere a valés fuggvények vektorterének!

Megoldéas. Az elébb beldattuk, hogy a legfeljebb mdsodfoki polinomok tere zdrt az dsszeaddsra és a szammal
vald szorzdsra nézve. Mivel a legfeljebb mdsodfokid polinomok valds fligguények, ezért Py a zdrtsag miatt
altere lesz a valds fligguények vektorterének.

(c) A legfeljebb elséfokii polinomok tere (Py) altere-e Py-nek?

Megoldas. Mivel a Pi-beli fligguények benne vannak Py-ben is, tovdbbd a Pi-beli figgvények dsszege és
szdmszorosa is Py-beli (vagyis a zdrtsdg teljesil), Py altere Py-nek.

(d) P, altere-e énmagédnak?

Megoldas. Igen, minden vektortér altere dnmagdanak (az altér definicidjaban tartalmazds szerepel, nem
pedig valodi tartalmazds).

(e) A mésodfoku polinomok alteret alkotnak-e Ps-ben?

Megoldas. Nem, mert a mdsodfoki polinomok halmaza nem zdrt a vektormdveletekre (+, -). Példdul:
v, = 22 + 3, vy = —2% + 32 + 2 mdsodfoki polinomok, de v, + vy = 4z + 2 nem mdsodfoki polinom. Ez
masképpen is igazolhato: mdsodfoki polinom 0 € R-val valo szorzdsa nulladfokid polinomot ad, ami nem
mdsodfoki polinom.

(f) Vektorteret alkotnak-e a masodfoki polinomok R felett a szokdsos miiveletekre nézve?

Megoldéas. Ahogy az elézé vdlaszbdl lattuk, az axiomdk kozil a zdartsdgra vonatkozéak nem teljesiilnek, igy
nem alkotnak vektorteret. (Ellenben a legfeljebb mdsodfoki polinomokkal, mert itt megengedtik az elsd- és
nulladfoki polinomokat is.)

Feladat 5. Jeloljiikk D-vel az (n x n)-es métrixok halmazabdl azon mdtrixokat, amelyeknek minden eleme nulla,
kivéve a {64tl6t, ahol barmely pozitiv valés szdm dllhat. Linedris tér-e (vektortér-e) D a valés szdmtest felett, ha
D-ben az Osszeaddst és a valds szdmmal vald szorzast a matrixokndl szokdsos médon értelmezziik?

ail 0 0
0 aso vt 0

D = A= . . . . a’ll)a223"'7anneR+
0 0 R T,

ahol R a pozitiv valés szdmok halmazat jeloli.

Megoldas. D nem altér R folott, mert nem zdrt a valds szammal valé szorzdsra nézve. Példdul A = —1 € R
esetén NA € D. (Az axiomdkat az dsszeadds vektormdvelet sem teljesiti: nincs egységelem az dsszeaddsra nézve,
mert @ € D. Ennél fogua nem létezhet az dsszeadds inverz eleme sem.)

Feladat 6. Igazoljuk, hogy a (3 x 3)-as diagondlis métrixok alteret alkotnak a (3 X 3)-as matrixok terében!

Megoldas. Jelolje L a (3 x 3)-as diagondlis mdtrizok terét. A mdtrizok osszeaddsa és skaldrral vald szorzdsa
- kordbbi példdnkhoz hasonloan - teljesiti a vektortér-axiomdkat, eqyedil azt kell beldtnunk, hogy az dsszeadds
és a skaldrral vald szorzds nem vezet ki L-bSl (zdrtsdg). Tudjuk, hogy bdrmely két diagondlis mdtriz dsszege
1s diagondlis mdtrix lesz. Tudjuk azt is, hogy ha egy skaldrral megszorzunk egy diagondlis mdtrizot, az szintén



I diagondlis mdtriz lesz. Igy L zdrt az dsszeaddsra és a skaldrral vald szorzdsra, vagyis altér a (3 x 3)-as madtrizok
terében.

Feladat 7. A pozitiv szdmok halmaza, V = RT vektorteret alkot-e R felett a kovetkezd (bekarikdzassal jeldlt)
miiveletekre?

ahol a,b € R™ és A\ € R, tovabba a “hagyomanyosan” jelolt szorzas és hatvanyozds a valds szamok halmazan
értelmezett szorzéas és hatvanyozas.

Megoldas. Tehdt a "vektoraink” a pozitiv valds szdmok. A két, V. = R -on értelmezett "specidlis” miveletet @
és ® jeloli, mig a “hagyomdnyos” - a valos szamokon értelmezett szorzdast, a szokdsosan jelolt hatvdnyozas pedig
a valos szamok hatvdnyozdsdt reprezentdlja.

FEllendrizzik a & midveletre vonatkozo axiomdkat:

e zdirtsdag: Va,b € RY eseténa®b=a-b e RT,

kommutativitds: Ya,b € RT esetén a®b=a-b=

IS

-a=0b®a, mert a valos szamok szorzdsa kommutativ,

asszociativitds: Ya,b,c € RT esetén a ® (b P c)
szorzdsa asszociativ,

a-(b-c)=(a-b)-c=(a®b)®c, mert a valds szdmok

létezik az 6sszeadds egységeleme: 30 = 1 € RT amire igaz, hogy Va € R esetén 0@ a=1-a = a. Tehdt
0 =1 lesz a tér nullvektora,

létezik az dsszeaddsra vonatkozd inverz elem: Ya € Rt -ra I(—a) =

1=0,

€ RY, amelyre (—a) ®a =

Q|
Q| =
IS

Az © mdveletre vonatkozé axidmdkat is tudjuk ellendrizni, felhaszndlva a valds szamok hatvdnyozdsdnak ismert
azonossagait:

o zirtsig: YA € R ésVa € RY esetén A\®a = a* € RT mert egy pozitiv szdm bdarmely valds hatvdnya pozitiv,
e vegyes disztributivitds Rt -ra: YA € R és Va,b € RT esetén A\® (a®b) = (a-b)* = o’ B = Aea)®d(A\eb),

o vegyes disziributivitds R-re: VA1, s € R és Va € RY esetén (A @ \2) ©®a = atrr = gM gl =
Mea)e(A0a),

e vegyes asszociativitds R-re: YA1, Ay € R és Va € RT esetén A1 © (A2 ®a) = (a™2)M = a’ 2 = (A - X)) O,
o Yu € Rt esetén 1®a=a' =a, ahol 1 €R a valds szdmtest eqységeleme.

Tehdt V = R* wvaléban R feletti vektortér a fenti két "karikds” miiveletre nézve, "vektorai” pedig a pozitiv valds
szamok.

2 Linearis kombinacio

A linedris kombindacié a vektorok linedris fiiggetlenségének vizsgalatanal is meghatarozé szerepet jatszik.

' N\
Definition 4. Linedris kombinécid

A vy, vy, ..., v, vektorok linedris kombinacidjan a kovetkezo kifejezést értjiik:
A1vy + A0y + - 4+ Ay,

ahol A1, X2, ..., An € R. Azt mondjuk, hogy a v vektor a v,, v,, ..., v,, vektorok linedris kombinaciéja (avagy a v vektor
elédll a vy, vy, ..., v, vektorok linedris kombindcidjaként), ha léteznek olyan A1, Az, ..., A\ € R szdmok, amelyekre

V= Ay + AUy + -+ Ay,
Egy linearis kombindacié trividlis, ha minden \; skaldr egyiitthaté 0. Ha van olyan skaldar, ami nem nulla, a linedris
kombinacié nem trivialis.

Megjegyzés 8. Nyilvanvald, hogy barmely trividlis linedris kombinacié a nullvektort adja.




2.1 Feladatok
Feladat 8. Tekintsiik a (2 x 2)-es matrixok vektorterét. Ennek ”vektorai” a (2 x 2)-es matrixok. Allitsuk el
0 8 0 2 -1 3 -2 0
— ) 2 _ — _ 5 5 qe .. e e, )
awv {2 J vektort” a v; [1 O]’ Vg [ 1 2], Vg { 1 3} vektorok” linedris kombindcidjaként!

Megoldas. Az aldbbi egyenlet megolddsdt keressiik A1, Ao, Az-ra:
0 8 0 2 -1 3 -2 0

Két mdtrixz akkor egyenld, ha a megfeleld elemeik megegyeznek. Ezért a fenti mdtrizegyenletink az alabbi, 4 db
egyenletbdl dllo egyenletrendszerrel ekvivalens:

0 =0\ — 1)y — 23
8 =2X\1 + 32 + 0)3
2 =1X\; + 1o+ 1)3
1 =0\, + 2Xs + 3A3

Oldjuk meg ezt Gauss-Jordan elimindcioval:

0 -1 =210 1 1 |2 1 1 1 |2 1 1 1 2
2 3 0 (8] |2 0 18] |0 -204] (01 =2 4]
1 1 112 0 -1 =210 0 -1 —-210 00 —4] 4
0 2 3|1 0o 2 3|1 0 2 3|1 00 7 |-7
1112 11 2 11 0] 3 10 0] 1
01 -2 4 01 -2 4 0 01 ol 2
00 ! 00 = 00 1]-1 00 1|-1
0 0 1 |-1 00 010
Innen kiolvashatjuk, hogy A\1 = 1, Ao = 2, A3 = —1, azaz a mdtrizegyenlet megolddsa az alabbi lesz:

0 8 0 2 -1 3 -2 0
ER TR R R P
Tehdt v valdban elddll vy, vy és vs linedris kombindcidjaként:
v=1-v+2-vy—1 v4

Feladat 9. Tekintsiik a legfeljebb mésodfoki polinomok vektorterében a kovetkezd “vektorokat”:

p(z) =42 + 52 +5
pi(z) =2%+22+3

o(z) = —2® 4z +4
p3(z) = 322 + 3z + 2

3

Eléallithaté-e a p(x) ”vektor” a tébbi linedris kombindcidjaként?

Megoldas. A keresett linedris kombindciéban a skaldrok ismeretlenek:

p(z) = c1pi(x) + cap2(x) + c3ps(x)

Két polinom akkor egyenld, ha az azonos hatvdnyon szerepld tagokhoz tartozo egyutthatoik egyenloek. Ezért:

4 1 -1 3
5l =c1 2] +co 1 +c3 |31,
) 3 4 2



Vagyis az aldbbi linedris egyenletrendszert kell megoldani:

c1 1 -1 3| [ 4
A- C2 =12 1 3 Co = 5
C3 3 4 2 C3 5
Megoldjuk az egyenletrendszert Gauss-Jordan elimindcioval:
-1 3|4 1 -1 3 | 4 1 -1 3 | 4 10 2 3
2 1 3|5]~10 3 =3|-3|~|0 @ -1]-1 ~(01_1_1>
3 4 215 o 7 -7|-7 0 0 0 0
Az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van:
Cl+262:3 01:3—2u
co—c3=—1 = co=u—1 , ueR
C3 —=1U C3 —=1Uu

vagyis a p(a) "vektor” végtelen sokféleképpen elddll tbbi "vektor” linedris kombindcidjaként:
p(x) = (3 —2u)p1(z) + (u— Dpa(z) + ups(z) , ueR

Vagyis p(x) elddllithatd pi(x) és pa(x) linedris kombindcidjaként is, nem sziikséges ps(x)-at is bevonni (ldsd az
u =0 esetet).

3 Linearis fliggetlenség

f Definition 5. Linedris fliggetlenség

n
A v, v,, ..., v, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha Y A\jv, = 0 csak ugy lehetséges, ha minden \; = 0, vagyis a
i=1
nullvektort csak trividlis linearis kombindaciéval allitjék eld.
n
A vy, vy, ..., v, vektorok linedrisan Gsszefiiggbek, ha a > \jv, = 0 linedris kombindciéban lehet nullatél kiilonbozd
i=1

i egyiitthatd, vagyis a nullvektort nemtrividlis linedris kombinacioval is eldallitjak.
\

3.1 Feladatok

Feladat 10. Déntsiik el, linedrisan dsszefiiggd-e a aldbbi vektorrendszer R2-en: <1) , (_11)

Megoldas. Azt kell meguizsgdlni, miként dllithato elé a O vektor.

1 1 0 A +XA2=0
A A = = = A =X =0
' <1> T <_1) <0> {)\1—)\220 ! 2

Mivel csak a trivialis megoldds létezik, ezért az adott vektorok linedrisan figgetlenek.

Feladat 11. Dontse el, linedrisan fliggetlenek-e az aldabbi vektorok!

1 1
vi=12|,0,=(0],v3=1|1
1 2



Megoldas. A hdrom vektor dltal meghatdrozott paralelepipedon eldjeles térfogata nem nulla:

(vy X 0y) w3 =

= ==
[enl N

0

1| =3#0,

2

vagyis a vektorok nem egysikiak. Ennek kivetkeztében a hdarom vektor linedrisan figgetlen.

3.2 Linearis fiiggetlenség kapcsolata a determinanssal és az el6allitas egyértelmiiségével

( \
Theorem 6. Linedris fliggetlenség vizsgalata determinanssal

Tetszbleges n db R™ -beli vektor linedrisan fliggetlen pontosan akkor, ha a bel6liik képzett determindns nem nulla (és
linedrisan Osszefliggd pontosan akkor, ha a determindns nulla).

Megjegyzés 9. Ugyanis, ha azt vizsgaljuk, hogy v,,v,,...,v, € R" fiiggetlenek-e, akkor a
MYy + Aavy + -+ Apy, =0

homogén linedris egyenletrendszer megolddsainak szamét vizsgdljuk (homogén esetben mindig van megoldés: vagy 1 vagy
oo sok). A megolddsok szdma 1 - ami a trividlis megoldds: A1 = A2 = --- = A\, = 0 - akkor és csak akkor, ha a vektorok
linearisan fiiggetlenek. Ellenben, végtelen sok megoldds akkor és csak akkor van, ha a vektorok linedrisan Osszefiiggbek.
A fenti egyenletet felirhatjuk métrixos alakban is, ahol az A matrix oszlopai a v, vektorok:

A1
A2
AA:Q, A:[Ql‘y2“yn]€Rnxna A:

An
Az egyenletrendszernek pontosan akkor lesz végtelen sok megolddasa, ha a fels6éhdromszog-matrix kialakitdsa soran - amit
Gauss-elimindciéval végziink - azonosan nulla sor keletkezik benne (mert ekkor e sor elhagydsival az A sorainak szdma

(r) csokken, és mivel r < n, a szabadsédgi fok szf =n—r > 1, ami legaldbb egy szabad paramétert jelent a megolddsban).
Ez pedig pontosan akkor lehetséges, ha det(A) = 0.

Megjegyzés 10. A determindns tulajdonsigaibdl adddik, hogy a vizsgélt vektorok linedris fiiggetlenségét nem befolydsolja
sem a vektorok sorrendje (mivel egy sorcsere vagy oszlopcsere a determindns értékének csak az el8jelét valtoztatja meg),
sem az, hogy sor- vagy oszlopvektorként szerepelnek a determindnsban (mivel det(A) = det (AT)).

Megjegyzés 11. A determindnsos médszer csak n db n komponensii vektor linedris fliggetlenségének vizsgalatara alka-

Imas, mert egy determinans sorainak és oszlopainak szdma egyenlé.
\ J/

p
Theorem 7. Vektorok egyértelmii eléallitasa

o

A v vektor v = Aiv; = A0y + A2vy + - - -+ Ao, elddllitasa akkor és csak akkor egyértelmt, ha v, vy, ..., v, linedrisan
=1
fliggetlen rendszer.

. J

3.3 Feladatok

Feladat 12. Tekintsiik a legfeljebb masodfokd polinomok vektorterét! Linearisan fiiggetlenek-e a
pi(z) =2 +22+3
pa(z) = -2+ +4
p3(x) = 322 + 32 42
"vektorok”?
Megoldés. Nem, hiszen ldttuk a Feladat 9 megolddsdban, hogy a p(z) = 4x? + bz + 5 “vektor” végtelen

sokféleképpen elddll a p1(x), pa(x) és ps(x) linedris kombindcidjaként. Ha figgetlenek lennének, akkor az
elddllitas egyértelmid lenne!



Feladat 13. Tekintsiik a 2 x 2-es matrixok vektorterét. Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi ”vektorok”?

0 2 -1 3 —2 0
D=l o0 %71 o"BT 1 3

I Megoldas. A Feladat 8 megolddsaban ldthattuk, hogy az elédllitds egyértelmi volt, ezért linedrisan figgetlenek.

Feladat 14. Linearisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorok?

4 —4 -2 —16
| -2 | 3 N . ) 4
a= _4 9 b_ 5 9 c= _5 I d_ _5 ER
-1 1 3 4

Megoldas. Mivel 4 db R*-beli vektorunk van, determindns segitségével is vizsgdlhatjuk a fiiggetlenséget. Felirjuk
a determindnst (ezittal oszlopvektorként kezelve a vektorokat):

4 -4 -2 -16 0 0 10 0
0 10 0
-2 3 -3 5 |eimt|0 1 -9 =3| . 1 =3|
4 5 5 5| — |0 1 -7 -1~ D)L 9 78 =00 ‘1 —21‘ =
1 3 4 -1 1 3 4
=—(-1)(-10)(—21 4 3) = 180 # 0.
Mivel a determindns értéke nem 0, a vektorok linedrisan fiiggetlenek.
Feladat 15. Milyen p € R paraméter esetén lesznek az
2 1 0
a = —6 ) b = -2 , C= 3
10 7 P
vektorok linedrisan Gsszefiiggoek?
Megoldas. Felirjuk a determindnst, és egyenlévé tesszik nulldval:
2 1 0
—6 —2 3/=-314—-10)+p(-44+6)=2p—12=0 = p=6.
0 7 p
4 Generatorrendszer, bazis, dimenzio
p
Definition 8.
Generatum: A v,,v,,...,v, € V vektorok generatumanak nevezziik és < vy, v,,...,;, >-val jeloljik a v;,v,, ...,
Osszes lehetséges linedris kombindcidjaval el6allithaté vektorok halmazat. Ez a halmaz alteret képez V-ben. A vy, v,,..., v,
generdtumét nevezik a v,,v,, ..., v, vektorok &ltal kifeszitett altérnek is, és span{v,,v,,...,v, }-val is jelolik.

Generatorrendszer:  Azok a vektorok, melyek linedris kombindciéjaként a vektortér minden eleme el64ll,
generatorrendszert alkotnak. (Vagyis egy generdtorrendszer generdtuma a vektortér lesz.)

Bazis: A V vektortérbeli b;, by, ...bn vektorok a V béazisat alkotjak, ha
e minden V-beli vektor el6dll a linearis kombinaciéjukként és
e ab,, by, ... b, vektorok linedrisan fiiggetlenek.
Maésképp megfogalmazva: a bézis linearisan fiiggetlen vektorokbdl 4116 generdtorrendszer.

Dimenzié: Egy V vektortér béazisainak elemszama &llandé. Ezt a szamot a vektortér dimenzidjanak nevezziik, és
dim(V)-vel jeloljik.

10




Koordinatik, koordindta matrix: Legyen b;,b,,...,b, a V vektortér egy bazisa. A vektortér barmely v € V' vektora
egyértelmiien el6all a bazisvektorok linedris kombinacidjaként: v = A1b; + A2by + -+ + Anb,,. Ekkor a A1, A2,...,An €R
A1
A2
szamokat a v vektor b;,b,,...,b, bézisra vonatkozé koordinatainak nevezziik, a . vektort pedig a v

A
. . "7 (b1 obaseesby]
vektor b,,b,,...,b, bazisra vonatkoz6 koordinatamatrixanak hivjuk.

Megjegyzés 12. A v € V vektor koordindtamétrixa egy vektor!
Megjegyzés 13. A v € V vektor koordindtamatrixdnak annyi komponense van, ahdny dimenzidés a V' vektortér.
Megjegyzés 14. Minden bazis generdtorrendszer, de nem minden generdtorrendszer bazis. (De egy linedrisan 6sszefliggd

generatorrendszer bdzissa tehet a megfeleld vektorok elhagydsaval.)
| J

p
Theorem 9. Bézis megadasa n-dimenziés vektortérben

Legyen dim(V) = n. Ekkor bdrmely n db linedrisan fiiggetlen V-beli vektor bdzist alkot V-ben.

|\ J

4.1 Feladatok

Feladat 16. Igazoljuk, hogy ag = (1) 9y = (_11> 19y = (_}) vektorok az R? egy generdtorrendszerét alkotjak!

Bézist alkotnak-e ezek a vektorok R2-en?

Megoldas. Azt kell bizonyitani, hogy barmely v = (Z) vektor felirhato a 9,95 94 linedris kombindciojaként:

()= () o () o ()

Gauss elimindcioval megoldva:

a+b
<1—1a><11—1a><11_1aab)10_12
. . ~ - . ~ —_ ~ 71)
1 1 110 0 -2 0 |b—a 01 0 5 01 o |2
2
Tehdt a megoldds:
a+b
A= 3 A3
a—>b
Ao = 3
A3 €R

Vagyis az R? tetszbleges vektora (végtelen sokféleképpen) elédll g1, ga és g linedris kombindcidjaként:

(- Cren) ()= 50 () on (D). vem

7,

Példdul az (5> vektor elédllitdsainak szdma is végtelen. Két ilyen eldallitds:

1
A1=3
ik: < Ao =2 5—3 2 0—31 21
eqyik: 5 = = 1] = g, +29, + 9, = 1 + 1
A3 =0
A =4
isik: { =2 = OV —ug w29 +1g. =4( )42 L)+ (7L
masik: )\2— 1] = 9, 9y 93 = 1 1 1
3=1

11




Miwvel barmely <Z) € R? vektor elddll ag,9, €9, vektorok linedris kombindcidjaként, ezért ezek generdtorrendszert

alkotnak R%-en. Mivel ez az elbdllitds nem egyértelmi, 9, 9, és 95 linedrisan 6sszefiiggdek, igy nem alkotnak
bdzist R%-en. (Megjegyzés: ha 9, és s k6zil valamelyiket elhagyjuk, bdzis kapunk, mert az elédllitds igy mdr
egyértelmd lesz.)

Feladat 17. Adjuk meg a kévetkez6 vektorok altal generalt alteret!

1 0 0
le 0 ) §2: 1 ) 23: O
0 0 1

Megoldés. Ezek a vektorok R3 kanonikus bdzisdnak vektoras.

1 0 0
(ersearea) ={Maer + Doy + dags | At deds €RF = AN [0 ) 420 [ 1]+ (0] | A ds € R =
0 0 1
AL
=X | €R® | AL Ao, A3 €R p = RS,
As

Az eredmény nem meglepd, hiszen a térbeli felbontdsi tételbdl is adddik, amennyiben az i, j, k vektorokat tekintjiik
az adott, pdronként nem pdrhuzamos és nem eqysiki vektorainak.

Feladat 18. Tekintsiik a kovetkezd vektorokat:

1 1 1
vy = 2 , Ug = 0 , Ug = 1
1 2 0
Igaz-e, hogy
(a) linedrisan fiiggetlenek?
(b) generdtumuk megegyezik-e R3-mal, vagyis (v,,v,,v3) = R3?
(¢) bézis alkotnak?
a

Megoldés. Ha a (b) kérdésre igen a vdlasz, akkor minden v = | b | € R3 -hoz léteznek olyan A1, A2, A3 valds

szamok, amelyekre

a 1 1 1
v= (b =AM 2]+ 0]+ 1] =X v+ Aovy + Asvs
1 2 0
Vagyis
1 1 1 /\1 a
2 01 ]l =1|Db
1 2 )\3 c

12



Gauss-Jordan elimindcidval kiszamoljuk az egyenletrendszer megolddsdt:

1 1|a 1 1 1 a 1 1 1 a 1 1 1 a
2 0 1|b]~|0 -2 —-1]|b—2a|~|{0 —1|c¢c—a|~[0 1 -1 c—a ~
1 2 0]c¢ 0 1 —-1|c—a 0 -2 —-1|b—2a 0 0 b—4da + 2c
1 1 0 L +1b+2 1 0 O 2 +2b+1
—-a+ b+ cc —-a+ b+ sc
1 a 3973773 3973773
1 1 1 1 1 1
~ -1 c-a ~ o 0| ca—zb+-c [~]0 1 0| za—<-b+=c
4 1 2 3 3 3 3 3 3
0 —a—=b— =c¢
33 3 0 0 1| 212, 00 1] 2a-L_2,
3 3 3 3 3 3

A megoldas létezik és egyértelmi, vagyis az a, b, ¢ paraméterekkel mindegyik egyiitthato egyértelmiien kifejezhetd:

—2 2
A = a+2b+c
3
a—b+c
)\QZT
4a — b —2¢
Ang

Tehdt minden R3-beli vektor felirhaté a vy, vy, vy vektorok linedris kombindcidjaként, ezért ezek a wvektorok
generdtorrendszert alkotnak R3-ban. Mivel az elbdllitds egyértelmi, ezért e vektorok linedrisan fiiggetlenek is.
Ennek kovetkeztében ez a linedrisan figgetlen generdtorrendszer bdzist alkot R3-ban.

A feladatot 1gy is meg lehet oldani, hogy determindns segitségével dllapitjuk meg a linedris fiiggetlenséget (ldsd
Feladat 11). Tétel 9 alapjdn tudjuk azt is, hogy 3 db linedrisan fiiggetlen vektor R®-ban bdzist alkot, a bdzis pedig
egyben generdtorrendszer is. A generdtorrendszer generdtuma pedig maga a vektortér, vagyis R3.

Feladat 19. Tekintsiik a kovetkezd R*-beli vektorokat:

0 3 1 3
3 -3 2 3
g_ 1 ab_ _2 72_ 2 ,d_ 2
-2 1 1 -1
(a) Bézist alkotnak-e R*-ben?
Megoldas.
0o 3 1 3 -6 6 4 3
-3 5 3

3 -3 2 3 -3 0 5 3 -3 5
1 22 2| |[304 2/70Y 03 g _21*(_6) (=1 ‘—3 4‘
-2 1 1 0 00 -1

=6-(—12415) =18 #0

Igen, mert a determindns értéke nem nulla, igy a vektorok linedrisan fiiggetlenek, és Tétel 9 alapjdn tudjuk,
hogy 4 db linedrisan figgetlen vektor R*-ben bdzist alkot.

-1

(b) Allitsuk els a v = vektort az a, b, ¢, d vektorok linearis kombinaciéjaként! Adjuk meg a v vektor

4
0
-5
{a, b, ¢, d} bazisra vonatkozé koordindtamatrixét!

I Megoldas. Keressiik az «, 3,7,0 € R konstansokat, amelyekre aa + b+ vc + dd = v. Ez egy linedris
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egyenletrendszerhez vezet, melyet most Gauss-Jordan elimindcidval oldunk meg:

0 3 1 3 —1 -2 2 2 0 1 -2 2 2 0
3 -3 2 3 4 sorcsere 3 -3 2 3 4 eliE.J, 0 —4 -3 4
1 -2 2 2 0 0 3 1 3 |-1 0o 3 1 3 | -1
-2 1 1 —-1|-5 -2 1 1 —-1|-5 0 -3 5 3 | =5
1 -2 2 2 0 1 -2 2 2 0 1 -2 2 2 0
elirAl;l.,L 0 3 -4 -3 4 sorcsere 0 3 —4 -3 4 eli’ILl.,L 0 3 -4 -3 4
0 O 5 6 | =5 0 0 0| -1 0 O 1 0 | -1
0 O 1 0 | —1 0 0 5 6 | =5 0 0 0 6| 0
1 -2 2 2 0 1 -2 2 0|0 1 -2 0 0] 2
skalazas. [0 3 —4 =3 | 4 |eimt [0 3 —4 0] 4 [ eimt |0 0 0] O
0 O 1 0| -1 0 O 0| -1 0O 0 1 of-1
0 O 0 0 0 O 0 1] 0 0O 0 0 1] 0
1 -2 0 0] 2 100 0|2 a=2 2
skalazas. im. =0
skdld: 0 @ 0 0|0 |eims[0O 1 0 0|0 N B o owe 0
0 0 1 0]-1 0 01 0]-1 v=-1 -1
0O 0 0 1] 0 0 0 0 1|0 5=0 0 (a.b.c.d]

Feladat 20. (a) Hatérozzuk meg az Osszes megolddsat az aldbbi egyenletnek!

2 —4 3 3 0
1 -1 -1 0 0
LA +y - 1 +z- 6 +u - 3= 1o
-7 -3 32 15 0
———
a, as ag a,
Megoldas.
2 -4 3 310 @ -1 -1 0|0 1 -1 -1 010
1 -1 -1 010 sorcsere 2 —4 3 3 0 elig.l, 0 5 3 0
-1 -1 6 310 -1 -1 6 310 0o -2 5 310
-7 =3 32 15|0 -7 =3 32 15|0 0 —-10 25 150
1 -1 -1 010 1 -1 -1 0 0 0 —-35 —-15]0
elimy [0 =2 5 3|0 | skalazds.y [0 —2.5 —15]| 0| elim.t 0 —25 =150
0 0 0 O0}O0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 0
0 0 0 O0}O0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 0
Az egyenletrendszer megolddsa:
u=2s x 3 7
z=2t 3 5
Y
—3- 4t
x="Tt+3s u 2 0

ahol s,t € R.

A végtelen sok megolddsbdl rogton kovetkezik, hogy a,, ay, as, a, linedrisan Gsszefiggdek.

(b) Hény linedrisan fuggetlen vektor valaszthaté ki az egyenlet bal oldaldn 4116 vektorokbdl?

I Megoldas. A Gauss elimindcid végén z6ld szinnel jeldlt eqységmdtriz oszlopainak megfeleléen az elsé két
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vektort egész biztos vdlaszhatjuk mint linedrisan fiiggetlen vektorokat:

2 —4
1 -1
SR IS I L S |
~7 -3

(¢) Adjuk meg a négy vektor &ltal generdlt alteret!

Megoldas. Mivel a két linedrisan figgetlen vektor: ay,ay elédllitja a mdsik két vektort is, ezért
span{ay, ay, a3, a,} = span{ay,a,} = {v € R*| v = \ia; + Mgy, A1, A2 € R}

vagyis a generdlt altér a a; és a, vektorok dltal kifeszitett kétdimenzids R*-beli hipersik lesz.

Feladat 21. Tekintsiikk az A = [CCL 8} alakd valds elemii matrixok vektorterét:

V:{A:[i 8:|’a,b,C€R}-

a uK meg a vektorter e azlsat! uK meg az VEKTOIr™ € DazlSra vonatkKozo Koordlnatamatrixa
Adjuk meg a vektortér egy bazisat! Adjuk meg ‘c‘ 8 "vektor” e bazi tkoz6 koordindtamétrixat

is!

Megoldas. Legyen b, = [(1) 0], by, = {8 (1)} és by = {(1) 8} Ezek linedrisan figgetlenek, mert a

vektortér nullvektora, vagyis a (2x2)-es nullmdtriz csak a trividlis linedris kombindcidjukkal dllithats eld.
Tovdbba generdtorrendszert is alkotnak, mert a V wvektortér dsszes vektordt eldallitjak. Tehdt {by,bs,bs}
bazis, mivel linedrisan fiiggetlen generdtorrendszer.

Tehdt eqy tetszdleges (Cl 8} mdatriz felirhato a fenti bdzisvektorok egyértelmi linedris kombindcidjaként,

amibdl adodik a koordindtamdtriz:

a b 10 0 1 0 0 a
{C ():|=a-[0 0}+b-|:0 0:|+c-|:1 0:|:ab1+bbz+cb3: b 2)

— = /) by b bs]
Ql 92 93 N——
koordindtamaéatrix

(b) Igaz-e, hogy a B = [711_ 8] matrix az el6z6 alpontban megadott béazisra vonatkoztatott koordinatamatrixa

egy 3-dimenzids vektor?
Megoldas. Igaz:

1

1 e
BLT O} e
T

[v1,05,05]

(¢) (Linedris) alteret alkot-e V-ben az {2 g] alakd métrixok halmaza? Ha altér, adjunk meg egy bézist! Hény

dimenziés ez az altér?

0 e
f 0

0 b 0 e 0 b 0 Je 0 b+ Xe
A‘LAB:[C O]+>‘[f o}:[c O]+[>\f O}Z[ch/\f 0 ]GW'

Vagyis altere V-nek, mert zdrt az dsszeaddsra és a skaldrral vald szorzdsra. Egy lehetséges bdzisa pedig

Megoldas. Vizsgdljuk a zdrtsdgot: legyen A € R és A = {2 8} ,B= { } € W tetszoleges. Ekkor
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{by, b3}, ahol a bdzisvektorokat mdr a (2) egyenletben definidltuk. Az altér (ami maga is egy vektortér)
dimenzidja pedig a bdzisinak elemszdma, azaz 2.

Feladat 22. Tekintsiik a legfeljebb masodfokd polinomok terét:
Py ={p(x)=az’ +bx+c|abceR.}

Adjunk meg egy bazist ebben a vektortérben! Adott bazisra vonatkozé koordindtdkhoz mely polinom tartozik?
Adjuk meg P, dimenzidjat!

Megoldés. A bdzisvektoraink lehetnek példdul: v, = 2%, vy = x, vy = 1, mert ezek linedrisan fiiggetlenek

(mivel az azonosan nulla polinomot csak trividlis linedris kombindcidval dllitjdk elé), és elédllitjik a vektortér
tetszdleges p(x) elemét:

a

px)=a-v;+b-vg+c-ug=1|0b

c

[v1,05,05]

Amde vdlaszthatunk mds bdzisvektorokat is. Legyen pl. w, = x> + 2 + 2, wy = x + 1, wy = 1. Ekkor:

a
px)=a(z®+z+2)+(b—a)(z+1)+(c—b—a)=a-w, +(b—a) - wy+(c—b—a) -w; = b—a
c—b—a
[w,,wy,ws]
P, dimenzidjdt a bdzisainak elemszdma hatdrozza meg: dim(P;) = 3.
0
Feladat 23. Igazoljuk, hogy az R? vektortér v = | ¢ |, ¢ € R tipusi vektorai a vektortér egy alterét alkotjak!
3c
) 0
Mely vektorok feszitik ki az alteret? Irjuk fel a w = | 8 | vektort az altér egy bazisaban!
24
Megoldas. Az altér-jeldltink:
0
L={v=|c|eR}|ceRr
3¢
Zartsag:
0 0
v+ Aw = c+Ad | =(c+Ad) 1] € L minden A € R és minden v,w € L esetén.
3c+ 3X\d 3
0
Tehdt L egy altér R®-ban. Mivel L= ([ 1]) = spcm{ 1 }, ezért eqy lehetséges bdzisa:
3 3
0
{b}, aholb= |1
3

A w koordindtamdtrizos alakja a kévetkezéképpen adhats meg:

0 0
w=|8|=8-(1]=80b=(8),
24 3

Ldthatd, hogy a koordindtamdtriz az egydimenzids L altér esetén egy egydimenzids vektor (azaz egy skaldr) lesz.
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