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1 A determinans fogalma és kiszamitasa

Egy négyzetes matrix determindnsa egy szdm, amelyet rekurzivan tudunk megadni, az aldbbi médon. Az 1 x 1l-es
matrix determindnsa a benne szereplé szam, pl:

A=[-3eR™ — |-3=-3

Han > 1, akkor az n xn-es matrix determinansat megkapjuk, ha az elsé sor minden elemét szorozzuk a hozza tartozé

elgjeles, (n — 1) x (n — 1)-es aldetermindnssal, majd ezeket Osszeadjuk. Az el8jel az in sakktdbla-szabdly szerint

allapithaté meg: az els6 sor elsd eleme +, méasodik eleme —, harmadik eleme megint + elGjelil és igy tovabb. Az

aldeterminans pedig az adott sor és oszlop elhagyédsaval 1étrejové matrix determindnsa. Az A matrix determindnsét

det(A)-val vagy |Al|-val jeloljiik - utébbi nem keverendd 6ssze az abszoliit értékkel (14sd a fenti 1 x 1-es példat)!
Ezek alapjan az 1 x 1-es determindns értéke:

A=[a] — det(A)=la|=a
Egy 2 x 2-es matrix determinansa visszavezethet6é 2 db 1 x 1-es determinénsra:

)
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A=(® 0 det(A)—g =+al|d| —b|c| = ad — bc
=% =% = =

Egy 3x3 matrix determinansa pedig visszavezethetd 3 db 2x2 determinénsra, és ezaltal 3-2 db 1x 1-es determinédnsra:
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A=1|d e f — det(A)=|q . fl=+a no —b‘g ; +c'g h =a(ei— fh)—b(di— fg)+c(dh—eg)
g h i g h

A fenti mddszerrel egy n x n-es determinans visszavezetheté n! db 1 x 1-es determinansra.
Kifejtési tétel: A determindns értéke kiszamolhatd ha eqy tetszéleges sor (vagy oszlop) elemeit szorozzuk a hozzdjuk
tartozo eldjeles aldetermindnsokkal és ezeket dsszeadjuk.
Tehat nem muszdj az els6 sor szerint kifejteni a determindnst, hanem tetszéleges sor/oszlop szerint megtehetjik. A
kifejtésnél fontos figyelembe venni az aldetermindnsok elgjeleit, amit a sakktébla szabdly alapjan kapunk meg (bal
felsé sarok mindig +):

+ -+ -

-+ - +

+ - + -

-+ - +

Erdemes a legtobb 0-t tartalmazd sor vagy oszlop szerint kifejteni a determindnst, illetve a kovetkezd pontban
felsorolt determinans-tulajdonsigok felhaszndlasaval sok nullat létrehozni.

Determindns rendje: A determindns méretét a determindns rendjének nevezziik: ha A egy (n x n)-es matrix,
determindnsat n-edrendii determinansnak nevezziik. Vagyis az eddigiekben els6-, masod- és harmadrendii deter-
minansok kiszamitdsat tekintettiik &t.



Tulajdonsigok /Tételek

A kovetkezo tulajdonsagokat sorokra fogalmazzuk meg, azonban - az alabbi els6 tétel kovetkeztében - oszlopokra
ugyanugy érvényesek!
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Oszlopok és sorok szerepe egyforma (szimmetrikus): a féatléra tiikrozve a determindns értéke nem valtozik.
Azaz det(A) = det(AT).
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Ha a determindns két sorét felcseréljiik, a determindns értéke (-1) szeresére véltozik.

Ha a determindnsnak van két egyenld sora, akkor értéke 0 (mivel ekkor det(A) = — det(A) kell legyen, ami
csak 0 esetén lesz igaz).

Ha a determinans egyik sora egy masik soranak A-szorosa, a determinans értéke 0.
Ha a determinans egy sora csupa 0-abdél all, akkor értéke 0.

Ha a determindans egy sorat egy A szammal szorozzuk, akkor a determinans értéke A-szorosara

novekszik.
2a 2b 2c a b ¢ a b ¢

a b c
pl. |d e fl|=1]2d 2 2fl=|d e f|=2-1d e f
g h i g h i 2g 2h 2 g h i

Ebbél kovetkezik, hogy ha a determindns minden sordat megszorozzuk A-val, a determinédns értéke a A"-nel
szorzddik, ahol n a determinédns rendje: det(AA) = A" det(A), ahol A € R™*".

2a 2b 2c a b ¢
pl. |2d 2 2f|=8-|d e f
29 2h 24 g h 1

Ha a determindns féatlgja alatt (vagy folott) csak 0-dk &allnak, akkor a determindns értéke
a féatléban 1évé elemek szorzata. Ez a helyzet a diagonalis métrixnal is, nemcsak a fels6- illetve
alsbharomszog determinans esetében.
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Ha a determindns egyik sora egy kéttagu 0sszeg, akkor a determinans értéke két olyan determinans értékének
Osszege, melyeknek az egyik sora a kéttagu Osszeg egyik ill. masik fele.

a b c a b c a b c
pl. |[d+j5 e+k f4+ll=|d e fl+1|j k 1
g h { g h i g h i

. A determinans értéke nem valtozik, ha egy sorahoz hozzaadjuk valamelyik masik soranak

Szamszorosat.

Az el6z6 tételek kovetkeztében a determindns “Gauss elimindlhat$”, amelynél nemcesak sorok, de akar oszlopok
szerint is haladhatunk. Azonban figyelniink kell néhdny szabdlyra:

e Egy sorhoz (vagy oszlophoz) hozzdadhatjuk egy mésik sor (vagy oszlop) szdmszorosat,

e két sor (vagy oszlop) cseréje esetén véltozik az eléjel,

e egy sort (vagy oszlopot) megszorozhatunk egy szdmmal, de igy a determindnst értéke is ezzel a szdmmal
szorzodik,

e Ha csak 0-kat tartalmazo sor (vagy oszlop) adédik, akkor a determindns értéke 0.

A cél: alsé- vagy fels6haromszog determindns kialakitdsa, mert itt a f64t16 elemeinek 6sszeszorzasaval megkapjuk
a determinans értékét.



11. FERDE KIFEJTES: adott sor/oszlop elemeit rendre mésik sor/oszlop megfeleld eleméhez tartozé aldeter-
minanssal szorozzuk, akkor nullat kapunk

Feladat 1. Szamoljuk ki a kévetkez6 determindnsokat a kifejtési tétel segitségével!

1 2 3 1 2 3 1 0 0 1 0 3
det(A) =14 5 6|, det(B)=10 5 6|, det(C)=|4 5 6|, det(D)=14 0 6
7 8 9 0 89 7 8 9 70 9

Megoldas. Keressiik meg a legtdbb 0-t tartalmazd sort/oszlopot, és eszerint fejtsik ki az adott determindnst!
det(A) =0, det(B)=-3, det(C)=-3, det(D)=0

Feladat 2. A kifejtési tétel segitségével szamoljuk ki a kovetkezd determindnsokat:

13426
éggg 6 040 8
det(F) = . det(G)=13 0 5 0 5
030 2 01000
04 12 05600

Megoldas. Mindig az éppen legelénydsebb (legtébb nulldt tartalmazd) sor/oszlop szerint fejtsik ki a deter-
mindnsokat (és ne feletkezzink el kozben a sakktdbla-szabdlyrdl sem)!

o200 POY_ o
det(F) = =13 0 2/=1-2- =1-2-(-1)-2=-4
0 3 0 2 41 92 1 2
0 4 1 2
1 3 4 2 6
6 0 4 0 8 g 8 g g 6 4 8
det(G)=13 0 5 0 5] =(-2) =(=2)(-1)-|13 5 5| =
01 00
01 0 0O 05 6 0 0 6 0
056 00
6 8
= (-2) (1) (6) |3 5= (-2)-(~1)-(~6)- (65~ 8-3) = (~12) -6 = 72
Feladat 3. Szamoljuk ki a kévetkezd determinansokat:
12 s 59 0 0 5 2 1 ERE
det(H) =10 3 1f, det(J)= , det(K) =11 3 0, det(L)= ,
0 0 4 4 1 3 0 40 0 0 3 1 4
2 07 5 5 7 0 2

Megoldés. Felsé- és alsdhdromszég determindnsok esetében (det(H) és det(J)) a fédtls elemeinek szorzatdt
kapjuk. A det(K) és det(L) hasonld szerkezetiiek (de nem alsé- vagy fels6hdromszog determindnsok a fédtiéra
nézve), értékiket kifejtési tétellel kiszamolva det(H)-hoz és det(J)-hez hasonld térvényszeriségeket vehetink



észre:

6 00 0
125 8§ 90 0
det(H)=|0 3 1|=13-4=12, det(/)=|; | 4 o =6-9-3-5=810
004 2.0 7 5
5 2 1 Ly
det(K) = |1 3 0—1-‘4 0‘—1 (=3) -4 = 12
40 0
00 0 s 009 0 3
det(L) = —(=6)-[0 3 1|=(=6)-9 — (=6)-9-(=3)-5=2810
003 1 4 2 5 7
5 7 0 2

Feladat 4. Valaki egy kis szelet papirra felirta az alabbi matrixot:

3 -1
S=1]8 -1
-6 -1

A papir szélét sajnos az orvul kiomlé reggeli kavé sulyosan megrongélta, igy nem tudjuk, hogy pontosan milyen
értékek szerepeltek a matrix utolsé oszlopaban, csak azt, hogy az elemek azonosak voltak. Meg tudjuk-e ez alapjan
hatdrozni det(S) értékét? Ha igen, mi ez az érték, és hogyan lehet meghatérozni?

Megoldas. Tudjuk, hogy a determindns alakja az aldbbi volt:

3 -1 k
det(S)=|8 -1 k
-6 -1 k

ahol k € R konstans. Mivel a harmadik oszlop a mdsodik oszlop szdmszorosa, ezért det(S) = 0.

Feladat 5. Szamoljuk ki a kdvetkez6 determinanst ” Gauss eliminacio” segitségével kétféleképpen: sorok és oszlopok
szerint haladva is!

1 1 2 1
31 2 4
det(V) = 1 2 _1 3
32 1 0
Megoldas. Sorok szerint haladva:
1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
31 2 4 (eliﬁ_-i)() -2 —4 1 (Sorgre)_ 0 -3 2 (eliﬁ_-i)_ 01 =3 2 —
1 2 -1 3 0 @ -3 2 0 -2 —4 1 0 0 (=100 B
3 2 1 0 0O -1 -5 -3 0 -1 -5 -3 00 -8 -1
1 1 2 1 1 1 2 1
(skaldﬁzoros 0 1 -3 2 (eliﬂ.i) 0 1 -3 2 (felsé’h@mszb’g _
kiem;ése) _ 0 0 1 = =9 0 0 -2 1 d&te’l“r;’ndns) _511(_2)(_5)—_50
0 0 -8 -1 0 0 0 -5

Vegyiik észre, hogy a lépések kizitt végig egyenldségjel szerepel. A zélddel jelolt lépésnél, mivel a harmadik
sort 5-tel osztjuk, a determindns értéke az otodére csokken. Emiatt ezt 5-tel kell szorozni, hogy az egyenldség
teljestiljon. Mdsképp megfogalmazva: kihozzuk az 5-6s szorzot a determindns elé.



Ugyanez oszlopok szerint haladva:

0
2
-3

1 2 1 1 0 0 0 1
3 1 2 4 (eligﬁ) 3 -2 4 (oszlopésem) _ 3
1 2 -1 3 1 1 -3 2 1
3 2 1 0 3 -1 -5 -3 3
1 0 0 0
(elim.—) 3 1 0 0 | (alséhdromszdg _
- ! 2 ) 0 dete'r‘;ndns) —1-1-5-10= =50
3 =3 —-17 10

0
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