LinAlgDM 1. 13-14. gyakorlat: Négyzetes matrix inverze,
egyenletrendezés

2023. november 23.

Az aléabbi linearis egyenletrendszer:

a11x1  + ai2x2  +  ai3rz  + + apT, = b
a211  + Q222 + Q233 + +  amT, = by
a3ry  +  azrs +  azzrz + + a3, = b3
Am1T1 + Qm2T2 + ap3r3 + ... + AQpaly, = bm
melynek valtozéi x4, ..., x,, felirhaté matrixegyenlet form&jaban is:
A- L = Q )

ahol a konstans egyiitthatokat az A matrixba és a b vektorba, a viltozokat pedig az x vektorba gyijtjiik:

ail @12 aiz ... Qin by Z1
a21 G2 A23 ... QA2pn bo T2

A= asy azz2 azz ... Q3n e R™*" | b= b3 eR™ | z= 13| e R".
Am1 am2 Am3 e Amn bm Tn

Egy négyzetes matrix olyan matrix, melyben a sorok és oszlopok szama megegyezik.
Az A € R™*" négyzetes matrix inverzének nevezziik, és A~ 1-gyel jeldljiik azt a szintén (n x n)-es métrixot,
amelyre
At A=A-A"1=E,

A~ nem biztos, hogy létezik, kés6bb tanulunk majd olyan feltételt, amely alapjan ez eldonthetd.
e Legyen A = [a] , a €Regy (1x 1)-es matrix. A inverze akkor 1étezik, ha a # 0, és ekkor

A7 =[]

a

e Legyen A = {(cl b} egy (2 x 2)-es matrix. A inverze akkor létezik, ha ad — be # 0, és ekkor

d
1 d —b
At =
ad — be [—C a}

(Ellenérzés mindkét esetben: szdmoljuk ki az A - A~! szorzatot.)

e De hogyan tudjuk egy ezeknél nagyobb, példdul egy (3 x 3)-as métrix inverzét meghatarozni?

110
1. Legyen A= |2 2 1|. Szdmoljuk ki A~!-t!
1 21

A megoldéshoz frjuk fel A~'-t ismeretlen elemekkel, és induljunk ki az inverz matrix definiciéjabél:

1 1 0 1 Y Z1 1 0 0
A-AY=E, = |2 2 1| |22 y2 2| =0 1 0
1 2 1 r3 Ys z3 0 0 1



Elevenitsiik fel a kordbban tanult konnyité mdédszert matrixok Gsszeszorzasara, és irjuk is fel a szorzast:

1 Y1 2
T2 Y2 22
X3 Y3 23]
1 1 0]t o0 O]
2 2 1110 1 0
1 2 1 _0 0 1_

1
Létszik, hogy az eredménymétrix elsé oszlopdnak ( [0]) eléallitdsdhoz az ismeretleneket tartalmazé métrixnak
0

1

csak az els6 oszlopat ( |z | ) haszndljuk. Hasonlban igaz ez a mésodik, illetve a harmadik oszlopokra is. Tehét
T3

az eredeti probléma szétbonthaté 3 db kiilonallé egyenletrendszerre:

1 10 1 1 1 10 Y 0 110 z1 0
2 2 1| |xz2| = (0], 2 21 yo| = |11, 2 21 z2| =10
1 2 1 T3 0 1 21 Y3 0 1 2 1 Z3 1
Ezek kibovitett egylitthatéo-matrixai az alabbiak:
1 1 01 1 1 010 11 010
2 2 1|0}, 2 2 1(1], 2 2 110
1 2 110 1 2 110 1 2 111

Ezeket megoldhatjuk kiilon-kiilon is, pl. Gauss-Jordan eliminaciéval, ekkor mindhdrom egyiitthatémaéatrix bal
oldalédn egy 3 x 3-as egységmatrix jon létre, jobb oldaldn pedig az inverz méatrix keresett els6, masodik illetve
harmadik oszlopa jelenik meg.

Ha nem akarunk sokat szamolni, egyiitt is megoldhatjuk a harom egyenletrendszert igy, hogy a kibévitett
egyltthato-matrixok jobb oldalait egymas mellé pakoljuk:

1
2
1

DN DN =
—= = O
OO =
o = O

0
0
1
Ha ezen végrehajtjuk a Gauss-Jordan eliminécidt, a bal oldalon egy egységmatrix keletkezik, mig a jobb oldal

els6, masodik és harmadik oszlopa pont az inverz métrix elsd, masodik és harmadik oszlopa lesz, vagyis a jobb
oldalon megkapjuk az A matrix inverzét:

@1 oftoo 11 0[ 100y /11 0| 100\
2 2 1]0 1 0™ (0o 0o 1]-2 1 o)== (o 1 1]-1 0 1]
1 2 1/0 0 1 01 1|-1 0 1 00 @M|-2 1 0
(A|E)
Lo 100\ 00l 0 1 -1 0 1 -1
~lomol 1 -1 1o 10| 1 -1 1 — M'=|1 -1 1
0 0 1[-2 1 0 00 1|-2 1 0 2 1 0

(B]47)
Ez a médszer alkalmazhaté (3 x 3)-asndl nagyobb méretli négyzetes matrixokra is.

2. Adjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszer megoldasat!

1 1 0 T1 1
2 21 To| = |2
1 21 T3 3
Szorozzuk most meg az
A-z=b



linedris egyenlet mindkét oldalat balrél A~ !-gyel:
AL A z=A"1p

Mivel A=' - A=F, és B -z = z, ezért

z=A"1.b
Vegyiik észre, hogy A megegyezik az el0z6 feladatban szereplé A métrixszal, és az elobb pont ennek az inverzét
szamoltuk ki:

0 1 -1
At=11 -1 1
-2 1 0
Innen a megoldés:
1 0 1 -1] (1 -1
z= |z =A"1b=|1 -1 1] |2/=]2
T3 -2 1 0 3 0

3 8
3. Legyen M = L 9

] . Adjuk meg az M inverzét mindkét tanult mddszerrel!

Megoldas. Képlettel:

Gauss-Jordan elimindcioval:

(M‘E):381osorggere201eli;vn.¢1 210 1e1i2.'|‘0—1 4y
1 210 1 3 8(1 0 0 @1 -3 0 @ 1 -3
0
1

vezéregyesek <1
~

Innen

4. Adjuk meg az aldbbi matrixok inverzét!

1 9 2 1 3 11 2 ; 1 ; ?
A= B=|1 0 4 c=11 11 D=
5 4 11 -2 2 1 1 Lo o
11 0 0
1 2 -3 4 1 2 -3 4
4 3 2 1 4 3 2 1
F= 1 1 0 1 G= 11 0 1
4 4 -1 4 11 2 2
3
Mi a megoldasa a D -z = _01 egyenletrendszernek?
4
Megoldas.
_9 1 -4 5 4 0 -1 1
A1:[15 _05] Bl'=|6 -7 -5 clt=|-1 3 -1
' ' 1 -1 -1 1 -1 0
1 -2 3 1 6 7 =35 2
1 _ |1 2 =3 0 -1 _|-8 =9 47 =3
D -1 2 -2 -1 G = -1 -1 5 0
1 -1 1 0 2 2 —11 1



F~1 nem létezik, mivel a kiszdmitds sordn tilos sort kapunk!

Az egyenletrendszer megoldasa:

3 1 -2 3 1 3 4
ool _|-1 2 -3 of |o|_|o
z=D 1l T l=1 2 —2 —1| |-1]| T |-5
4 1 -1 1 0 4 2

5. Legyenek az A, B, C és D azonos tipusi négyzetes matrixok, F pedig az egységmatrix. Tegyiik fel, hogy
mindegyiknek 1étezik inverze is (nem szinguldris). Fejezze ki az aldbbi egyenletekbdl A-t!

a) A-B=C-B
Megoldas. Az egyenlet mindkét oldaldt szorozzuk jobbrdl B—'-zel.
A=C
b) A-B-C=D

Megoldas.
A=D.-Cc7t.B™!

c) A-B7t'=D
Megoldas.
A=DB
d) D'AD =B
Megoldas.
A=DBD™!

) A—-D=A-B+C

Megoldas.
A—AB=C+D

AE-B)=C+D
Kiilon meg kell vizsgdlni, hogy az (E — B) mdtriznak van-e inverze. Ha igen,
A= (C+D)E-B)™.

Ha nincs, akkor dltalanos esetben nincs megoldds, vagy a megoldds nem egyértelmd. Pl. (E — B) és
(C + D) is nullmdtriz, akkor A tetszéleges lehet.

f) 2=A-A=E

Megoldas. Tobb A mdtriz is lehetséges, 2 X 2-es matrizokndl pl. B ﬂ , [01 _01] , illetve [(1) (1)]

is megoldds.
g) A+ B-C=B-A-A

Megoldas.
BA? — A+ BC = 0 (nullmdtriz)

A madtrizok elemei ismeretében kereshetd megoldds, dltaldnosan nem.

6. A transzponilt és inverz tulajdonsagai alapjdn bizonyitsa be, hogy (AT)_1 = (A_l)T



Megoldas. Szorozzuk meg (AT)_1 az eqységmatriz-szal, amit "trikkosen” gy irunk, hogy (A_lA) T, majd
végezzik el a szikséges dtalakitdsokat:

(aT) = (an) @) = (an AT () T = [ AT (A T = B (a) T = (4!

7. Adottak az A 2 x 3-mas, B 3 x 3-mas, C 2 X 2-es métrixok.
a) Mia D és F matrixok tipusa, ha felirhaté az aldbbi egyenléség?

A-D-B=F

Megoldas. A D mdtriz tipusa 3 X 3-mas, mert csak igy szdmolhato ki a mdtriz szorzds. Az F
matriz tipusa megegyezik A-éval, mivel négyzetes matriz-szal vald szorzas nem vdltoztatja meg a matriz
tipusdt.

b) Es ha
AT.D.-B=F?

I Megoldas. D tipusa 2 x 3, F' tipusa 3 X 3

c) Tegyiik fel, hogy az B és C madtrixoknak létezik inverze. Fejezziik ki az alabbi osszefiiggésbél a G
matrixot!
CGB+3A=D

Megoldas. Kivonunk az egyenlet két oldaldbol 3A-t:
CGB=D-3A
Szorozzuk meg az egyenletet balrél a C' mdtrix inverzével, jobbrdl pedig a B mdtrix inverzével.
C'CGBB™'=EGE=G=CYD-34)B™!

Megjegyzés: a mdtrixz-szal vald szorzds mem kommutativ, igy fontos, hogy az egyenletet jobbrol vagy
balrol szorozzuk-e egy mdsik mdtriz-szal.

Megjegyzés 2: mivel minden lépésben olyan dtalakitdst végeztiink, amit visszafel€ is el tudunk végezni,
ezért a megoldds egyértelm.

d) Lehet-e az eléz6 egyenletnek megolddsa G-re nézve, ha a C' mdtrixnak nincs inverze? Adjuk meg a
megoldasok szamat is!

Megoldas. Lehet, de ez esetben nem kaphatd meg tetszdleges (megfeleld tipusi) D mdtriz a G mdtriz
fiigguényében.

Ha a 2 x2-es C mdtriznak elséd sora nem csupa 0, akkor abban az esetben nincs inverze, ha a mdsodik
sora az elsé sordnak szdmszorosa, hiszen ekkor a Gauss-elimindcid sordn tilos sor jon létre. (Mond-
hatjuk azt is, hogy ebben az esetben ad — bec = 0, de ezt nem irhatjuk a nevezdbe, ezért nincs inverz.)

a b
C= [)\a /\b}
FEzt kell szoroznunk a
G — [911 gi12 913}
921 Gg22 923



mdtrizszal (ami a fentiek alapjdn 2 X 3-mas, hogy a mdtriz szorzds elvégezhetd legyen), azaz

oG — { agii + bga agiz2 + bga2 ag13 + bgaz
Aagi1 + Abgar  Aagia + Abgaa  Aagis + Abgos

bx by bz
—ar —ay —az
jdrjon utdna), tehdt a fenti kifejezés ugyanazt adja a két (végtelen sok) kilonbozé G mdtrixra is.
Ldtjuk, hogy a CG mdtriz mdsodik sora az elsé sordnak szdmszorosa (\-szorosa). Ezt megszorzva
jobbrol a B mdtrixz-szal szintén eqy olyan mdtrizot kapunk, melynek mdsodik sora az elsé sordnak
A-820T05G. fgy a fenti egyenletnek csak akkor lehet G-re nézve megolddsa, ha a D — 3A egy olyan
matriz, melynek masodik sora az elséd soranak \-szorosa, ahol a -t a C mdtriz elemei alapjin kapunk
meg.

Tehat

Legyen G' = G + , ahol z, y vagy z nem nulla. Ekkor CG = CG’ (aki nem hiszi,

e ha G megoldisa a CGB+ 3A = D egyenletnek és a C' mdtriznak nincs inverze, akkor G-re nézve
végtelen sok megoldds van

o [éteznek olyan C, B, A és D mdatrizok, hogy a fenti egyenletnek ne legyen megolddisa G értékeitdl
figgetlendil.



