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Sik egyenlete, sik és pont tavolsaga

Sik normalvektoros egyenlete: Adott az S sik egy Py pontja és n normalvektora. Legyen a sik egy tetszOleges
T

pontja P = [ y |. Ekkor a Py és P pontokat Gsszekotd vektor és a sik normalvektora merdleges egymasra, vagyis
z

a skaldris szorzatuk nulla:

@-ﬁzo-

Ha felirjuk a sik normalvektoros egyenletét, az az alabbi altalanos formét olti:
Ax+ By+Cz=D

A vektorialis szorzatot felhasznalhatjuk sik normaélvektoranak felirdsara is, ha ismert a sik két nem parhuzamos
vektora a és b: mivel ezek vektorialis szorzata mindkét vektorra merdéleges, igy a sikra is meroleges lesz. Eredményiil
tehdat a sik egy normalvektorat kapjuk:
n=axb
Pont és sik tavolsaga: Adott az S sik egy Py pontja és n normalvektora, valamint egy ) pont, amely nincs
rajta a sikon. Ekkor a ]ﬁ vektor n-re es6 (eléjeles) merdleges vetiilethosszanak (h) abszolit értéke adja meg S és

Q 13’,V0153’4gél:
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n

Ugyanis, ha a Q-bdl merélegest bocsatanank az S sikra, az az n normélvektorral parhuzamos, d hosszisagui szakasz
lenne.
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Megjegyzés: A @ pont és az S sik tavolsagdt megkaphatjuk gy is, hogy a stk egyenletét egységnyi normalvektorral
irjuk fel, majd az x,y és z helyére behelyettesitjiik a @ koordindtait, végiil pedig vessziik az egyenlet bal oldaldnak
abszolut értékét.

Két sik hajlasszoge

Adott két, egymast metsz6 sik. A metszésvonal egy tetszéleges P pontjabdl indulva mindkét sikon hizunk egy-egy
vektort, amely meréleges a metszésvonalra. Ekkor a két sik hajlasszogén e két vektor dltal bezart ¢ szoget értjiik,
amennyiben 0 < ¢ < 90°. Ha ¢ tompaszog, a két sik hajldsszoge a ¢ kiegészité szoge lesz.

Két stk szoge megegyezik a normalvektoraik altal bezart szoggel, ha az hegyes- vagy derékszog, illetve annak
kiegészit6 szogével, ha tompaszog.



Feladatok

3 2
Feladat 1. Adott a Py = | 1 | pont és a sik n = | 5 | normélvektora.
-1 1

a) Irjuk fel a sik egyenletét!

4
b) Igaz-e, hogy a @ = | —2 | pont rajta van a sikon? Ha nem, adja meg a @ pont és a sik tdvolsagat.
1
Megoldas.  a) A sik normdlvektoros egyenlete:
z 3 z—3
P()]_i\ = Yy — 1 = Yy — 1
z -1 z+1
2 z—3
@~P0ﬁ: 5 y—1|=2-(z-3)+5-y—1)+1-(2+1)=0
1 z+1

Az utolsd egyenletet rendezve kapjuk a sik egyenletét:

20 +5y+2=6+5—1=10.

b) Ugyan ellendrizhetjik a sik egyenletével is, hogy a Q pont rajta van-e a stkon, ennél célravezetébb, ha

kiszamoljuk a Poij vektort és wvessziik ennek a vektornak a wvetiletét a normdlvektorra. FEkkor ugyanis,

ha ez Q pont a sikban van, akkor a Poij vektor merdleges az n normdlvektorra €s igy skaldrszorzatuk

(vagy mdsképpen a Py(Q) vektor vetilete) zérus. Amennyiben a Q pont nincs a sikon, gy a Py

normdlvektorra vett merdleges vetiiletének hossza megadja @ pont tdvolsdigdt a fenti egyenlettel megadott

siktol:



Szdmoljuk ki Poa—nak n-re esd merdleges vettiletvektordt, legyen ez c:

ol =V + 5 4 2= VIT BT 1= V30 = 5.47
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Ebbol pedig ldathatd, hogy a Q) pont nincs rajta a sikon, €s tdvolsdga a siktol:

d=t = (- 3 (- 5) + () = =2

Gyorsabban is megkaphatjuk a fenti tdvolsdgot, felhaszndlva, hogy e,, egység(nyi hosszisdgi) vektor:

4=|(- o) e

-3 =5 2
Feladat 2. Adottak az A= | —5|, B= [ —10| és C = | —3 | pontok. Végezziik el a kivetkezd feladatokat!
2 0 1

a) Irjuk fel a sik dsszes normalvektorat!
b) Irjuk fel a sik egyenletét!
¢) Hol metszi az x, y és z tengelyeket a sik? Ennek segitségével dbrazolja a sikot!
4
d) Déntsiik el, hogy a D = | 3 | pont rajta van-e a sikon!
-2
Megoldas. Itt részben dolgozhatunk az elézé feladatban haszndlt képletekkel és maodszerekkel.

— —
a) Eldszor hatdrozzuk meg a sik egy normdlvektordt. Ez merdleges a b = AB és ¢ = AC (szabad) sikbéli

vektorokra,
-5 -3 —2
b=|-10|—-|-5]|=1[-5],
0 2 -2
2 5 5
c=-3|-12|=1|2],
1 -1 -1
1gy ezek vektoridlis szorzata,
i J k 9
n=bxc=|-2 -5 2/=%—-12j+7k=1[-12],
5 2 -1 N 21

a sik egy normdlvektordt adjdk.



b)

a)

3
Praktikusan ezt érdemes leosztani 3-mal, n = | —4
7

A normdlvektorral pdrhuzamos 6sszes vektor normdlvektora a siknak, tehdt barmely n' vektor normdlvektor,
haVa € R esetén n’ = a-n. Természetesen az a = 0 esettdl eltekinthetiink, mivel az a nullvektor.

Valamelyik pont segitségével felirhatjuk az egyenletet, legyen mondjuk ez a B pont (b helyvektort hizunk a

x T
B ponthoz), illetve haszndljuk a jol bevdlt P = | y | dltaldnos pontba hizott p = |y | vektort.
z z

n-p=n
3¢ — 4y + T2 ==3-(=5)+ (=4) - (—10) +7-0 = 25.

Eldszor leosztjuk a fenti egyenletet 25-tel:

T Y
55 + —% + =1
3 4 7
Elvégezziik az osztdsokat:
e
8,33  —6,25 = 3,57 '

A sik az x tengelyt ott metszi, ahol az y €s z koordindtdk 0-k, igy konnyen leolvashatjuk, hogy a sik az x
tengelyt a 8,33 pontban metszi. Hasonléan leolvashatd, hogy a sik az y tengelyt a —6,25, a z tengelyt a
3,57 pontban metszi.

Megjegyzés: az igy felirt egyenletet a sik tengelymetszetes egyenletének nevezzik, a tengelymetszetek a
nevezdkben taldlhatdoak.

Helyettesitsiink be (bdrmelyik) egyenletbe z, y €és z helyére D koordindtdit! Példdul, ha az eredeti egyenletet
haszndljuk:
3:4—-4-3+7-(-2)=-14+#25 — nincs rajta a sikon a D pont.

-2
Feladat 3. Az S sik egyenlete 3x — 4z = 1. Az Sy sik egy normalvektora: n, = | 2 |. Adjuk meg a két sik
-1
hajldsszogét!
3
Megoldas. Az S egyenletének bal oldaldn szerepld egyitthatok megadjdk S1 normdlvektordt: ny = | 0 | Az
—4
ny €s ny szoge:
. —2:3+2-04+(-1)-(—4 -2
cosip = L 12 2.0+ (- (-4) — = = 01333 — ©=097,66°

mllnal /324024 (=4 /(=22 + 22+ (-1)2  5-3

Muvel ez tompaszog, a két sik hajlasszoge ennek kiegészité szoge lesz: 180° — 97,66° = 82,34°.

0 -2 -3 1
Feladat 4. Adottak a kovetkezd pontok: A= (1), B=|-5],C=| 3 | ésP=1|1
4 1 -1 1

b
c

)
)
)
d)

a) Hatdrozzuk meg az ABC haromszog teriiletét a vektoridlis szorzat segitségévell
Egysikuak-e az A, B, C és P pontok?
Hatarozzuk meg a PABC tetraéder P ponton athaladé magassdgat és magassdg vektorat!

Hatarozzuk meg a PABC tetraéder térfogatét!



Megoldas. Vegyiik észre, hogy az A, B, és C pontokbdl két vektort képezhetiink, pl. zﬁ és /@ .

2 -3
AB=|-6|, ac=1| 2
-3 5

a) Az zﬁ €s ﬁ vektorok segitségével megadhatjuk e két vektor dltal kifeszitett paralelogramma teriletét, ami
pontosan a dupldja lesz az ABC' hdromszdg teriiletének.

Tapcn = %‘E X z@‘

A wvektoridlis szorzatot determindnsként kiszdmolva a kovetkezdt kapjuk:

i j k
ABxAC = |-2 6 =3/ =i ((=6)- (=5) ~ (=3)-2) —j - ((=2) -5~ (=3) - (-3))+
-3 2 )
36
Fh(=2) 2 (-6) - (-3)) =36 —j— 2k = | -1
—22

Ezutdn ennek a vektornak a hossza:

‘A_é x E‘ = /367 + (—1)2 + (—22)2 = 42.202
aminek pedig a felét kell vegyik a hdromszdg teriletéhez, tehdt

1
Tapca = 5 -42.202 = 21101,

b) Négy kiilonbozd pont akkor van egy sikban, ha a beldlik képezhetd hdarom vektor egy sikban van. A P pontot
kiinduld pontnak véve adjuk meg a P—A>, ﬁ és ﬁ vektorokat:

1 -3 4
PA=|o]|, PB=|-6|, PC=| 2

3 0 -2

Harom vektorrdl gy a legkonnyebb eldonteni, hogy egy sikban vannak-e, hogy megnézzik, hogy az dltaluk
kifeszitett paralelepipedon eldjeles térfogata zérus-e. Ha Vprp = 0, akkor egy sikban vannak, ha Vprp # 0,
nincsenek egy sikban.

-1 0 3
(PEXPC)PA=|-3 —6 0= —1((—6)-(—2))+3-((—3)-2—(=6)-(—4)) = —102 # 0 — nem egysikiak!
-4 2 =2

¢) Magdt a magassdg értékét egyszert meghatdrozni, ugyanis az alaplap teriletét ismerjik, mert az a) fela-
datban kiszdmoltuk: Thqp = 42.202, és a tetraéder magassdga megegyezik a paralelepipedon magassdgdval.
Tovdbbd ismerjik a paralelepipedon térfogatdt, amit a b) feladatban szdmoltunk ki: Vprp = |—102| = 102,
igy

m—Yrere 102 o o
Tatap  42.202



A magassdguektort pedig gy kaphatjuk meg, ha vesszik az /@ X /@ vektort (ami az ABC alaplapot
magdban foglald sik normdlvektora) és ezzel pdrhuzamossd tesszik az m magassdgvektort és hosszdt pedig
az eldbb kiszamolt m hosszusagértékre dllitjuk, vagyis

36 36 2.0618
2417

m= (AB x AC) = = | -1 =008 [ 1) = | 00573

‘Aﬁ X A@‘ _99 —92 ~1.26

d) A tetraéder térfogata hatoda a paralelepipedon térfogatdnak:

VeLp 102

Vg = =— =17.
TE 6 6
1 -3 2
Plusz feladat 1. Adott az S sik két vektora: a= | 5 | ésb=| 2 |, valamint egy pontja: Pp=| 1 |. Adjuk
—4 3 —4

meg a sik egy normalvektordt és egyenletét!

Megoldas. A két vektor vektoridlis szorzata merdleges mindkét vektorra, igy pont a sik egqy normdlvektordt
kapjuk meg:

i J k 23
n=axb=|1 5 —4=i-(5-3—(-4)-2)—j - (1-3—(-4)-(-3)+k-(1-2-5-(=3))= |9
-3 2 3 17

Az egyenes egyenlete, behelyettesitve a normdlvektort és a Py pontot:

23z +9y + 172 = —13



