LinAlgDM 1. 15-16. gyakorlat: Vektor szorzatok

2023. november 16.

Skalaris szorzat

Def.: A 2 vagy 3 dimenzids a, b vektorok skaldris szorzatan az aldbbi szamot értjitk

a-b=|al[b] cos ¢,

ahol |v| = v jeldli v vektor hosszét (abszoliit értékét), ¢ pedig a két vektor dltal kozbezért szog.

Ha a vektorokat ortonormdlt béazisban irjuk fel, a skalaris szorzatot koordinataik segitségével is kiszdmithatjuk:
a-b= Z?:l a;b;, ahol a; és b; az a és b vektorok i. koordinatai, : = 1,...,n.

A két szamitasi modot egyenlové téve, kifejezhetjiik a két vektor altal kozrezart szog koszinuszat:

Z?:l aib;
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A fenti képletekben a vektor hosszat — més néven abszolit értékét — a kovetkez8képp szdmolhatjuk (mivel ortonormalt
bézisban frtuk fel a vektorokat):

Mivel a és b helyvektorok, igy mindkett§ ugyanabbdl a pontbdl (az origébdl) kifelé mutat. (Ha a két vektor koziil
az egyik irdnyitdsat megforditandnk, a képlet alapjin kapott szog az eredeti sz0g kiegészit6 szoge lenne.)

Vegyiik észre, hogy a fenti vektorok két kiilonbozd szoget (¢ és ¢') zarnak be egymdssal. Egyezményesen a kisebb
szoget tekintjlik a két vektor szogének, emiatt 0° < o < 180°.
Fontos megjegyezni, hogy a L b <= a-b = 0. Ez két vektor merdlegességére sziikséges és elégséges feltétel.

Feladatok
5 —2
Feladat 1. Szdmitsuk kiaza= | —4 | ésb= | 4 | vektorok altal bezart szoget!
3 —4
3 -2
Feladat 2. A p € R paraméter mely értéke esetén lesznek a v = | —4 | és w = 7 | vektorok egymasra
2 P

merolegesek? Mikor zarnak be hegyes- ill. tompasszoget?

Merdleges vetités — a skalaris szorzat geometriai jelentése
v-w

Legyen ¢ a v és w vektorok altal bezart szog. Ekkor cos¢ =

lu] - [l
A v vektor w-re esé merdleges vetiiletének eldjeles hosszat a kovetkezéképp szamolhatjuk:



v-w

h=lv|-cosp = =v-e,

|w]

ahol e, = a w vektorral parhuzamos, vele azonos irdnyitasi, egységnyi hosszisagu vektor. Az el6jeles hossz

E &

azt jelenti, hogy ha a két vektor hegyesszoget zar be egymassal, akkor a vetlilethossz pozitiv lesz, azonban ha
tompaszoget zar be egymassal, a vetiilet a mésik iranyba fog esni, ezért a vetiilethossz negativ lesz.

Ha az e,, egységvektort a fent kiszamolt el6jeles vetiilethosszra nydjtjuk, megkapjuk a v vektor w-re es6é merdleges
vetiiletvektordt: (v-e,) - e,-
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Megjegyzés: A fenti képletben az elsé szorzas skalaris szorzas, melynek eredménye egy szdm, ezzel a szdmmal
szorozzuk a mdsodik szorzds sordn az e, vektort.

A fenti vetiiletvektor-szamitds segitségével a v vektor felbonthaté egy w-vel parhuzamos p és egy w-re merdleges
m Osszetevére, ahol v = p + m. Itt p az eléz6leg megadott vetiiletvektor lesz, m pedig egyszeriien kiszamolhato:

p=(@U-ey) €, , m=a—p
A\
m
b w Z

Feladatok

-5 —4
Feladat 3. Hatarozzuk megav = | 4 | vektornakaw = [ 7 | vektorra es6 merdleges vetiiletét és vetiiletvektorat!

-2 4

Bontsuk fel a v vektort a w vektorra merdleges, valamint azzal parhuzamos 6sszetevokre! Ezutdn, ha dbrazoljuk a v
vektort és ennek vetiiletét kozos kezdépontbdl, akkor a vektorok kozos kezddpontja, valamint a vektorok végpontjai
egy haromszoget hatdroznak meg. E haromszégben adjuk meg a v vektor végpontjan athaladé magassagvektort,
valamint annak hosszat!

Vektorialis szorzat

Mig két vektor skaldris szorzata egy szamot ad, a vektoridlis szorzatuk eredménye egy vektor lesz. Az a és b vektorok

vektorialis szorzata az alabbi:
axb=lal [b -sinp-e,,

ahol ¢ a két vektor altal kozbezart szog, valamint e | egy olyan egységvektor, amely mind az a, mind a b vektorra
merdleges és az a, b és e vektorok - ebben a sorrendben - jobbrendszert alkotnak.
A fenti képletbdl 1athatd, hogy az a x b vektor is merdleges lesz mind az a, mind a b vektorokra, ugyanis egyirdnyu

az e, vektorral.
A vektoridlis szorzat geometriai jelentése az, hogy a kapott vektor hossza megegyezik az a és b vektorok altal
kifeszitett paralelogramma teriiletével:

Tpar. - ‘Q X b‘ = |Q| . |b| . SiIlgD



Feladatok

Feladat 4. Adottak az a 6 egységnyi hosszusdgu, valamint a b 3 egységnyi hosszusagu vektorok. Adjuk meg a
vektoridlis szorzatuk abszolutértékét, ha a kozbezart szogiik

a) 30°
b) 150°.

Feladat 5. Tegyiik fel, hogy a tabla sikjaban van két vektor. Milyen iranyt lesz a vektorialis szorzat?
Feladat 6. Az g vektor négyszerese a k vektornak. Az i, J sikbeli b vektor hossza 5 és elsé két koordinatija pozitiv.
Mekkora e két vektor vektoridlis szorzatanak hossza és milyen elGjeliiek a koordinatai?

Alternativ kiszamolasi moéd, ha ismertek a vektorok koordinatai

aq b1
Ha ismerjiik az a és b vektoroknak az {1’,2, k} bézisra vonatkozé koordindtdit: a = [az |, b= | ba |; Ugy az a x b
as b3

vektoridlis szorzatot szamolhatjuk a kévetkezd médon:

i J k
a ay ag|=ily? 9B -J P B ) =i-(az-b3—az-by)—j-(a1-b3—az-b1)+k-(a1-by—az by).
b2 b3 bl b3 b1 bg

b1 by b3

Feladatok
-2 -1

Feladat 7. Szdmitsuk kiaza= | 4 | ésb= | —3 | vektorok vektoridlis szorzatat, ha a koordindtéik az {i, Js k}
1 2

bézisra vonatkoznak! Szamitsuk ki tovabbda a vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriiletét! Mekkora az a és
b oldalélekkel rendelkezé haromszog teriilete?

Vegyes szorzat

Az a,b és ¢ vektorok vegyes szorzata: (a x b) - ¢. Ez tulajdonképpen az a x b vektornak és a ¢ vektornak a skaldris
szorzata. Geometriai jelentése: a harom vektor dltal kifeszitett paralelepipedon el6jeles térfogata.

Kiszamolasa torténhet pl. a definicié szerint, vagyis elvégezziik egymés utan a vektoridlis, majd a skalaris
szorzast. A kovetkez§ mddszerrel viszont egy 1épésben megkapjuk a vegyes szorzat eredményét. Legyenek adottak
a vektorok koordindtai az {i, j, k} bézisban:

ay b1 C1
a=\ax |, b=1|b2), c=|c2|,
as b3 C3
Ekkor
C1 C2 C3
(axb)-g: aq ag as :cl~(a2-b3—a3-b2)—02-(a1~b3—a3-b1)+03-(a1-bg—a2~b1).
by by b3
4 1 -1
Feladat 8. Hatdrozzuk megaza= |4 ],b= | —1| ésc= | 2 | vektorok altal meghatirozott paralelepipedon
4 3 4

térfogatat és az a és b altal meghatdrozott oldallaphoz tartozé magassagat! Adjuk meg a magassagvektort is!
Feladat 9. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket:

a) (a+0b) x (a—2b)
b) (3a —b) x (b+ 3a)
c) (@+2b) x (2a+0b)+ (e —2b) x (2a—b)



—6

Plusz feladat 1. Szamitsuk ki a v = | —4 | vektornak a koordinatatengelyekkel bezart szogeit.
3
-3 -9 1
Plusz feladat 2. Az ABC haromszog csucsainak koordinatai: A=| 4 | , B=[|11]1, C= |2
0 42 4

a) Szdmitsuk ki a hdromszog keriiletét!
b) Jelolje M az AC oldal A-hoz legkdzelebbi negyedelépontjit. Bizonyitsuk be, hogy az AM B sz6g tompaszog!

¢) Adjuk meg a haromszog legnagyobb szogét!

Plusz feladat 3. A szogek kiszamitdsa nélkiil dontsiik el, hogy az alabbi vektorparok hegyes-, derék- vagy tom-
paszoget zarnak-e be! (A megadott koordinatdk R? kanonikus {i, J, k} bazisdra vonatkoznak.)

4 -3
a)a=[-2]éb=1| 4
6 —2
1 4
by e=1[2]éd=1[-2
3 6
1 —10
c)e=|(1])és f=1 7
1 3
3 2
Plusz feladat 4. Bontsuk fel az ¢ = | —6 | vektort a b= [ —2 | vektorral pdrhuzamos p és arra merdleges m
9 1

vektorok Osszegére!



