LinAlgDM 1. 15-16. gyakorlat: Vektor szorzatok

2023. november 16.

Skalaris szorzat

Def.: A 2 vagy 3 dimenzids a, b vektorok skaldris szorzatan az aldbbi szamot értjitk

a-b=lalb| cosp,

ahol |v| = v jeldli v vektor hosszdt (abszolut értékét), ¢ pedig a két vektor dltal kdzbezért szog.

Ha a vektorokat ortonormélt bazisban irjuk fel, a skaldris szorzatot koordinataik segitségével is kiszamithatjuk:
a-b= Z?:l a;b;, ahol a; és b; az a és b vektorok i. koordindtéi, i = 1,...,n.

A két szamitasi médot egyenlévé téve, kifejezhetjiik a két vektor altal kozrezart szog koszinuszat:

S agb;
lal|b]

A fenti képletekben a vektor hosszdt — més néven abszolit értékét — a kivetkez8képp szdmolhatjuk (mivel ortonormalt
bézisban irtuk fel a vektorokat):

cosp =

Mivel a és b helyvektorok, {gy mindkettd ugyanabbdl a pontbdl (az origébdl) kifelé mutat. (Ha a két vektor koziil
az egyik irdnyitdsat megforditandnk, a képlet alapjin kapott szog az eredeti szog kiegészit6 szoge lenne.)

Vegytik észre, hogy a fenti vektorok két kiillonbozd szoget (¢ és ¢') zarnak be egymadssal. Egyezményesen a kisebb
szoget tekintjlik a két vektor szogének, emiatt 0° < ¢ < 180°.
Fontos megjegyezni, hogy a 1L b <= a-b = 0. Ez két vektor merdlegességére sziikséges és elégséges feltétel.

Feladatok
5 -2

Feladat 1. Szamitsuk kiaza= | —4 | ésb=| 4 | vektorok dltal bezirt szoget!
3 —4

Megoldas. Haszndljuk a kordbban megadott képletet, miszerint:

Z:-S: a;b; Z:-S: a;b;
Lai=1 770 Lai=1 7170

= — =
COS @ |Q||b| %2} arccos |Q||b|

A képlethez szamoljuk ki a szdamldlot:
3
> aibi=5-(=2)+(-4)-5+3-—4 =38
i=1

€s a nevezdt:

la| = /52 + (—4)2 + 32 = /25 + 16 + 9 = V50 = 5V/2.



b = /(—2)2 + 42+ (—4)2 = V4 1+ 16 + 16 = V36 = 6
Mindezeket behelyettesitve azt kapjuk, hogy

T agb; —38
arccos 2iz 4ib = arccos ——— = arccos (—0.8957) = 153, 6°
lalfo] 5V2-6
3 -2
Feladat 2. A p € R paraméter mely értéke esetén lesznek a v = | —4 | és w = 7 | vektorok egymasra
2 p

merolegesek? Mikor zarnak be hegyes- ill. tompasszoget?

Megoldas. A két vektor akkor és csak akkor meréleges egymdsra, ha v-w = 0, azaz, ha 3-(—2)+(—4)-7+2:p =0,
azaz, ezt p-re rendezve p = 17.

Ha p > 17, akkor a skaldris szorzat pozitiv, ami azt jelenti, hogy a kozrezart szég koszinusza pozitiv, azaz
maga a $z09 hegyesszog (0 és 90° kozotti).

Ha p < 17, akkor a skaldris szorzat megativ, ami azt jelenti, hogy a kozrezdrt sz6g koszinusza negativ, azaz
maga a sz0g tompaszig (90 és 180° kézotti).

Merodleges vetités — a skalaris szorzat geometriai jelentése
v-w

Legyen ¢ a v és w vektorok altal bezart szog. Ekkor cos¢ = o]~ w]
vl jw

A v vektor w-re esd merdleges vetiiletének eldjeles hosszat a kdvetkezéképp szamolhatjuk:

v-w
h=|v|-cosp = =v-e,
|w|
w ) e p . P e
ahol e,, = — a w vektorral parhuzamos, vele azonos irdnyitasu, egységnyi hosszisdgu vektor. Az elGjeles hossz
w

azt jelenti, hogy ha a két vektor hegyesszoget zar be egyméssal, akkor a vetiilethossz pozitiv lesz, azonban ha
tompaszoget zar be egymassal, a vetiilet a masik irdnyba fog esni, ezért a vetiilethossz negativ lesz.
Ha az e,, egységvektort a fent kiszamolt eléjeles vetiilethosszra nydjtjuk, megkapjuk a v vektor w-re esé merdleges

vetiiletvektordt: (v-e,) - e,-

Megjegyzés: A fenti képletben az elsé szorzés skaldris szorzds, melynek eredménye egy szam, ezzel a szammal
szorozzuk a mésodik szorzds sordn az e, vektort.

A fenti vetiiletvektor-szamitds segitségével a v vektor felbonthatd egy w-vel parhuzamos p és egy w-re merdleges
m Osszetevére, ahol v = p + m. Itt p az elézbleg megadott vetiiletvektor lesz, m pedig egyszertien kiszdmolhato:

p=(v-e,) € , m=a—p




Feladatok

-5 —4
Feladat 3. Hatdrozzuk megav = | 4 | vektornakaw = | 7 | vektorra esé meréleges vetiiletét és vetiiletvektorat!
-2 4

Bontsuk fel a v vektort a w vektorra meréleges, valamint azzal parhuzamos 6sszetevékre! Ezutan, ha dbrazoljuk a v
vektort és ennek vetiiletét kozos kezdGpontbdl, akkor a vektorok kozos kezddpontja, valamint a vektorok végpontjai
egy haromszoget hatdroznak meg. E haromszégben adjuk meg a v vektor végpontjan athaladé magassagvektort,
valamint annak hosszat!

Megoldas.
4
9
wl= VDR + P B = VIEF B+ 6= VR =9 - ¢, = = g ,
4
9
C(=B)-(=4) 47 (-2)-4 40
R L B
4 160
9 81
40| 7| | 280
(V- ey) ey 9l 9|7 =1 =7
4 160
9 81

Ez a kiszamolt Y vektor lesz a w-vel parhuzamos vektor komponens. A merdleges komponenst gy tudjuk
kiszamolni, hogy kivonjuk ebbdl a vektorbol a v vektort:

405 160 245
s (W
324 280 44
S Bl I Bl B}
162 160 322
S8 TS

Ez a v, vektor lesz a keresett magassdgvektor, amelynek hossza:

o, | \/< 245)2+ (44)2+( 322>2 \/2452+442+3222 \/165645 5025

v, | = - — — -—) = = =5.

-t 81 81 81 6561 6561

Eredményeinket (a felbontds helyességét) konnyen leellendrizhetjik azzal, hogy a két komponensnek merdlegesnek
kell lennie, vagyis skaldris szorzatuk nulla: v -vy = 0.

Vektorialis szorzat

Mig két vektor skaléris szorzata egy szamot ad, a vektoridlis szorzatuk eredménye egy vektor lesz. Az a és b vektorok
vektoridlis szorzata az aldbbi:
axb=la|-[b|-sinp-e,,

ahol ¢ a két vektor dltal kozbezart szog, valamint e egy olyan egységvektor, amely mind az @, mind a b vektorra
merdleges és az a, b és e, vektorok - ebben a sorrendben - jobbrendszert alkotnak.

A fenti képletbdl lathatd, hogy az a x b vektor is merdéleges lesz mind az a, mind a b vektorokra, ugyanis egyiranyu
az e, vektorral.

A vektoridlis szorzat geometriai jelentése az, hogy a kapott vektor hossza megegyezik az a és b vektorok altal
kifeszitett paralelogramma teriiletével:

Tpar‘ = ‘Q X b‘ = |Q| . |b| . sin<p



Feladatok

Feladat 4. Adottak az a 6 egységnyi hosszusdgu, valamint a b 3 egységnyi hosszusagu vektorok. Adjuk meg a
vektoridlis szorzatuk abszolutértékét, ha a kozbezart szogik

a) 30°
b) 150°.

Megoldas. Vegyiik észre, hogy csak a szinuszos tag fog vdltozni a képletben az a) és b) feladatok kézott.

a)
1
la x b :|Q|~|Q\-sin30=6-3~§=9.
b) Tudjuk, hogy sin30° = sin 150°, tehdt ugyanazt kapjuk, vagyis
la x b =9.
Feladat 5. Tegyiik fel, hogy a tabla sikjaban van két vektor. Milyen irdny1 lesz a vektorialis szorzat?

Megoldas. Természetesen attdl fiigg, hogy a X b vagy b X a vektort szamoljuk. Eqyik esetben a tablabol kifelé,
felénk fog mutatni, mig mdsik esetben a tdbla sikjihoz képest a falba befele fog mutatni.

Feladat 6. Az g vektor négyszerese a k vektornak. Az i, J sikbeli b vektor hossza 5 és elsé két koordinataja pozitiv.
Mekkora e két vektor vektorialis szorzatanak hossza és milyen elGjeliiek a koordinatai?

0
Megoldas. Vegyiik észre, hogy ha az a vektor a k vektornak négyszerese, akkor a = | 0 |. Mivel a b vektor az
4
i,J sikban van, ezért a és b egymdsra merdleges. Ez esetben a kozbezart szogik szinusza 1, tehdt a két vektor
vektorialis szorzatdnak hossza a kévetkezéképp alakul:

la x b| = |a| - |b] - sin90° = |a| - |b] =4 -5 = 20.

x
Tudjuk, hogyb= |y |. Ahhoz, hogy a x b mind az a, mind a b vektorokra merdleges legyen, ahhoz vizsgdljuk
0
meg az a X b vektor skaldris szorzatdt a-val és b-vel.

a-(axb)=0 < axbvektor 3. koordindtdja zérus (hiszen a-nak csak a 8. koordindtdja nem zérus).
Ennél Eicsit nehezebb dolgunk van a x b elsé két koordindtdjainak meghatdrozdsdndl, de itt is tudjuk, hogy:
b-(axb)=0.

Mivel b mindkét nem zérus koordindtdja pozitiv, igy a X b elsd két koordindtdjinak ellentétes elGjelinek kell
lennie. Mdr csak azt kell kitaldlnunk, hogy lesz jobbsodrdsiu a rendszer. Ha b az i,j sikon az elsé siknegyedben
van, akkor ahhoz, hogy jobbsodrdsi legyen a rendszer, az a x b vektornak a mdsodik siknegyedben kell lennie,
tehdt elsd koordindtdja negativ, mig mdsodik koordindtdja pozitiv.

Alternativ kiszamolasi mod, ha ismertek a vektorok koordinatai

aq b1
Ha ismerjiik az a és b vektoroknak az {1’,2, k} bézisra vonatkozé koordindtdit: a = [as |, b= | b2 |; Ugy az a x b
as b3

vektoridlis szorzatot szamolhatjuk a kévetkez6é maddon:

ap ay az|=i|02 Pl [T Blyg|@ 2 =i-(az-b3—ag-b2)—j-(a1-bs—az-b1)+k-(ai-ba—az b).
b b b by b3l =|by b3 b1 by <
1 by b3



Feladatok
-2 -1
Feladat 7. Szdmitsuk ki aza= | 4 | ésb= | —3 | vektorok vektoridlis szorzatét, ha a koordindtdik az {i, Js k}
1 2
bézisra vonatkoznak! Szamitsuk ki tovabbda a vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriiletét! Mekkora az a és
b oldalélekkel rendelkez6 haromszog teriilete?

Megoldas. Az elébb felirt modszert alkalmazzuk a vektoridlis szorzat kiszdmoldsdra:

i j k 11
axb=|-2 4 1|=i-(4-2-1-(=3)—j ((-2)-2=1 (=) +E-((-2) - (=3)—4-(-1)) = | 3
-1 -3 2 10

A paralelogramma terilete pedig ennek a vektornak a hossza:

11
Tp=laxb=|[3]|=v112+32+10% =121+ 9+ 100 = v230 = 15.1657.
10

A hdromszdg teriilete a paralelogramma teriletének fele (pontosan két egybevdgd hdromszég rajzolhatd bele a

paralelogrammdba,):
Ths, = 7.5828

Vegyes szorzat

Az a,b és ¢ vektorok vegyes szorzata: (a x b) - ¢. Ez tulajdonképpen az a x b vektornak és a ¢ vektornak a skaldris
szorzata. Geometriai jelentése: a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon el6jeles térfogata.

Kiszamolasa torténhet pl. a definicié szerint, vagyis elvégezziik egymés utan a vektoridlis, majd a skalaris
szorzést. A kovetkezd mddszerrel viszont egy lépésben megkapjuk a vegyes szorzat eredményét. Legyenek adottak
a vektorok koordindtai az {i, j, k} bézisban:

ay b1 C1
a=laz|, b=|b2], c=|c2],
az b3 c3
Ekkor
C1 C2 C3
(@xb)-c=lar az agz|=c1-(az-bg—ag-by) —ca-(ar-b3—az-b1)+cs3- (a1 by —az-by).
b1 by b3
4 1 -1
Feladat 8. Hatarozzuk meg az a = 4], b = | —-1]| és ¢c = 2 vektorok &ltal meghatarozott par-
4 3 4

alelepipedon térfogatit és az a és b édltal meghatdrozott oldallaphoz tartozé magassagdt! Adjuk meg a mag-
assagvektort is!

Megoldas. Mivel a magassdgot is meg kell adnunk - amit példdul a Vprp = m - Tqiap képletbdl hatdrozhatunk
meg - ezért elobb szamoljuk ki az alaplap paralelogramma teriletét, amit igy kapunk, hogy vesszik az a és b
vektorok vektoridlis szorzatdt:

i J k 16
axb=114 4 4]=i-(4-3-4-(-1)—j-4-3-4-1)+k-(4-(-1)—4-1)=16i—8j —8k = | —8
1 -1 3 -8

Ennek hossza megadja az alaplap (ami egy paralelogramma) teriletét:

Totap = la x b = /162 + (=8)2 + (—8)2 = v/256 + 64 + 64 = 8 - /6.



A paralelepipedon eldjeles térfogata vegyesszorzattal szamolhato ki, azaz

16 ~1
(@xb)-c=[-8]-12]=16-(—1)+(-8)-2+(-8)-4=—16—16 — 32 = —64.
-8 4

Ennek az abszolit értékét kell vegyiik, tehdt a térfogat Vprp = |—64| = 64 térfogategység.
A magassdgot a fentebb leirt képlet alapjdn szamolhatjuk:

m— VPLP . 64
Talap 8\/6

Magdt a magassagvektort tobbféleképpen is meghatdrozhatjuk:

= 3.266. (1)

- pont (c helyvektor végpontja) és sik (a és b vektorok sikja) kozott hizott merdleges vektor meghatdrozdsdval,
- ¢ vektor alaphoz (a és b sik) tartozé normdlvektorra vett merdleges vetiiletének hosszdval.

Nagyjabol hasonlo a szdamolds, most a teljesség kedvéért mindkettot dttekintjuik.

Az elsé esetben felhaszndljuk, hogy az m vektor a x b irdnyud és m hosszusagu lesz. Ezt a vektort konnyen
elddllithatjuk ugy, hogy szorozzuk a hosszdt az a X b irdnyt egységuektorral:

axb 64 1 (16) 1 (16

. — = . -8 — -8
laxb 8v6 86 \_g) 61\ _34

A masodik esetben felhaszndljuk, hogy az alap normdlvektora nem mds, mint az a X b vektor. A c vektor erre
vett vetiletét skaldrszorzattal tudjuk szdmolni:

2
V6

e _QXQ_ 1 i(; ol
T laxl s\ g) | F
VG

= (e = o [e @ D]e, = (hp) ote = e = Sl -

It felhaszndltuk, hogy a vegyesszorzatot mdr kiszdmoltuk a paralelepipedon térfogatindl.
Feladat 9. Hozzuk egyszeriibb alakra a kévetkezo kifejezéseket:
a) (a+0b) x (a—2b)
b) (3a —b) x (b+ 3a)

) (@a+2b) x (2a+b) + (a — 2b) x (2a — b)

Megoldas. Megjegyzés: A vektoridlis szorzat disztributiv az 6sszeaddsra nézve, azaz
(a+b)xc=axc+bxc
Tovibbd a || b < a x b = 0, tehdt, két vektor vektoridlis szorzata akkor és csak akkor zérus, ha azok
pdrhuzamosak egymdssal.

Végezetil pedig a vektoridlis szorzat antikommutativ, azaz

axb=-bxa

Ezeket felhaszndlva:



a —2(axb)—2(bxb)=0—axb—2(ab)—0=—3(axb).
b) 3a—b) x (b+3a) =3(axb) —bxb+9(axa)—3bxa)=3axb—0+0+3(axb)=06(axb)

a) (a+d) x(a—2b)=axa+bxa
b
c) (a+2b) x (2a+b)+(a—2b) x (2a—b)=axb—4(axb)—axb+4(axb)=0

—6
Plusz feladat 1. Szamitsuk ki a v = | —4 | vektornak a koordinatatengelyekkel bezért szogeit.
3
1 0 0
Megoldas. Az x, y és z tengelyekkel pdrhuzamos egységvektorok: i= (0| , j= (1] , k=10
0 0 1

Mindhdrom vektor hossza 1, mivel egységuektorok.
Ezekkel a vektorokkal szdmolunk, de mem tudjuk, hogy a pozitiv vagy a negativ dggal zdr be kisebb szdget a
vektorunk, ezért ha 90°-ndl nagyobb széget kapunk, akkor a kiegészité szogét vessziik.

lv| = /(—6)2 + (—4)% + 32 = /61 = 7.8102.

cosa =2t = 0 (7689 0 =140,2° © o = 39.8°
lulli] /61

cosﬂ—y'i T 05121 5 5= 120.8° — B = 59, 2°
|Q||l‘ \/671 ) I 9
v-k 3

cosy=——=——==0,3841 —» v =67,41°
lullk| /61

Megjegyzés: A skaldris szorzat eldjelébdl lehet kovetkeztetni a bezdrt szégek nagysdgdra:
e Hoa-b>0—0°<p<90°
e Haa-b<0—90° < p < 180°

Ennek megfelelden tudhattuk volna elére, hogy az egyes koordindtdk esetén melyik irdnyt egységuektort érdemes
haszndlni - amilyen eldjeli az adott koordindta, olyan irdnyiu eqységuektor kell.

-3 -9 1
Plusz feladat 2. Az ABC haromszog csicsainak koordindtai: A = | 4 , B=[11]1, C=1{2
0 42 4

a) Szémitsuk ki a hdromszog keriiletét!

b) Jelolje M az AC oldal A-hoz legkozelebbi negyedelépontjat. Bizonyitsuk be, hogy az AM B sz6g tompaszog!

¢) Adjuk meg a haromszog legnagyobb szogét!

Megoldas. Az A, B és C' csucsokba vezetd helyvektorok legyenek rendre a, b és c. Ezek kanonikus bdzisban felirt
koordindtdi megegyeznek a pontok koordindtdival.
A hdromszég oldalait reprezentadld vektorokat megkaphatjuk az alabbi mddon:

AB=b-a=| 7 %)@‘:\/(—6)2+72+422:\/1849:43.

42
4

AC=c-a=|-2 %]@‘: 42 4 (-2)2 4+ 42 = V36 =6.
4
10

BC=c—b=| -9 H‘%‘:\/102+(79)2+(*38)2:\/1625:40,31.
38



0) K — ’/TB)M‘T&H‘B_G*‘ — 4346+ 40,31 = 89, 31.

b) Az M pont koordindtdi kiszamolhatdk a kévetkezdképp:

3-(-3)+1-1
3 (4)4+1 2 2
M= 1 = %
3-0+1-4 1
4
Ebbél:

~1

ng—m: 1

-1

—7

=
[
T
E
[

ahol m az M pontba hizott helyvektor.

A két vektor (M A és M B) skaldrszorzata pedig: MA-MB = (-)-(-7)+
-30,25 < 0.

Mivel a skaldrszorzat negativ, igy beldthatjuk, hogy az AM B szég tompaszdg.

. P vt Ry . " .
Megjegyzés: Ha az M A vektor helyett az AM wvektort haszndltuk volna, akkor pozitiv skaldrszorzatot
kaptunk volna (a fent kiszdmolt érték (—1)-szeresét), amely a keresett sz6q kiegészitd szogének koszinusza.
Ha mindkét vektort megforditottuk volna, akkor viszont szintén a jo megolddst kaptunk volna.

¢) A legnagyobb szdg a leghosszabb oldallal szemkozti szdg, tehdt az /@ oldallal szemkozti szoget keresstik, ez
legyen 7.
Ezt a széget a mdsik két oldal skaldrszorzatanak segitségével tudjuk meghatdrozni, mikozben figyelink az
oldalvektorok eldjelére.

@ és B? vektorokat szamoltuk ki, amik pontosan (—1)-szeresei azoknak, amikkel szdmolnunk kellene az
a szoget, igy elég e kettd vektorral dolgozunk (ugyanis (—1)-(—1)=1).

oo AC-BC 410+ (=2) - (—9) +4- (—38)
T [ac]-[Be - 6 - 40,31

= arccos (—0.3887) = 112.87°

Plusz feladat 3. A szogek kiszamitdsa nélkiil dontsiik el, hogy az aldbbi vektorparok hegyes-, derék- vagy tom-
paszdget zarnak-e be! (A megadott koordindtak R? kanonikus {4, j, k} béziséra vonatkoznak.)

4 -3
a)a=[-2]éb=1| 4
6 -2
1 4
b)c=1[2]éd=[-2
3 6
1 —10
c)e=|(1])ésf=1 7
3

Megoldas. A skaldrszorzat eldjelébdl tudunk kovetkeztetni.

a) a-b=4-(-3)+(-2)-44+6-(=2) = (—-12) + (—8) + (—12) = —32 < 0 — tompaszdg



d=1-44+2-(-2)+3-6=4+(—4) +18 =18 > 0 — hegyesszig
c)e-f=1-(-10)4+1-74+1-3=(-10)+ 743 =0 — derckszig

3 2
Plusz feladat 4. Bontsuk fel az a = | —6 | vektort a b = | —2 | vektorral parhuzamos p ¢és arra merdleges m
9 1

vektorok Gsszegére!

Megoldas. A korabbi feladat alapjdin végezziik ezt a feladatot is.

2
3
b
bl =22+ (=22 +12=V4+4+1=V9=3 — e =3 = _g
1
3
2 2
3 3 6
2 1 2 2
p=(ae)e=(35+6-(-3)+9-3) [ | =95 |= X
1 1
3 6 -3
m=a—-p=|-6|—-(-6]=1[0
9 3 6



