LinAlgDM 1. 10. gyakorlat: Matrixmiiveletek

2023. november 3.

Métrix: téglalap alaku tabldzat (informatikdban: kétdimenzids tomb). Legyen A egy (m X n)-es métrix:

a11 a2 a3z ... Qin
a21 Q22 Q23 ... Q2p
A= @31 az2 a3 ... 0asp
Am1 Am2 Am3 oo Omn

Lathatjuk, hogy A-nak m sora és n oszlopa van, ahol m-et és n-et a métrix dimenzidinak nevezzilkk. A matrix i-edik
soraban és j-edik oszlopdban szerepld elemet a matrix ¢, j-edik elemének nevezziik, és a;j-vel jeloljiikk. Az indexben
el6szor mindig a sorszdm, utdna pedig az oszlopszam szerepel. Az olyan (m X n)-es matrixok halmazat, melyeknek
elemei valés szdmok, R™*"-nel jeloljiik. A € R™*" pedig azt jelenti, hogy A egy (m X n)-es métrix.

Legyen A és B két matrix, melyek megfeleld dimenziéi megyezenek (vagyis ugyanannyi soruk, illetve ugyanannyi
oszlopuk van):

ail a12 . A1n b11 b12 N bln

as1 a922 e agn b21 b22 . bgn
A= . . . . ) B =

Am1  Gm2 -+ Qmp bmi bm2 ... bmn

Ekkor a két métrix Osszege 1étezik, és az alabbi lesz:

ai + bi a2 +bi2 ... aip+biy

a1 + ba1 a2z +baa ... aop +bay
A+ B=

Am1 + bml Am?2 + bm2 B ¢ ) + bmn

vagyis a két matrix azonos pozicioban 1év6 elemeit adjuk Ossze.
Hasonldéan definidlhaté a k € R konstanssal vald szorzas is:

k~a11 k~a12 k-aln

k-agl k"(lgg k-agn
kA=

k-ami k-ama ... k-amn

Az AT maétrixot az A métrix transzpondltjdnak nevezziik, ahol
Al-Tj =Aj

Az AT matrix k. sora egyenlé az A métrix k. oszlopéval.
A csupa nulla elemet tartalmazé matrixokat nullmdtriznak nevezziik, és O-val jeldljik. Példaul:

000}

02><3 = |:0 0 0

Négyzetes (kvadratikus) matrixnak nevezziik azokat a métrixokat, ahol a sorok és oszlopok széma egyenld.

Az olyan négyzetes matrixot, melyben a féatlon kiviil csak 0-k szerepelnek, diagondlis matrixnak nevezziik.
Példédul:
0
0

3
0
0 -7

o3 o

—_



Az olyan diagondlis métrixokat, melyek féatldjaban l-esek allnak, egységmdtriznak nevezzik, és E-vel jeloljiik.
Példaul:

1 0

1000
01 00
0 1 00 10

1 00
E,=[1], Ezz[ ] E;=10 1 0|, Es=
001 00 0 1

Ha az A matrix oszlopainak szdma megegyezik a B méatrix sorainak szamaéaval, akkor 1étezik A és B szorzata, melynek
i, j-edik eleme az A i-edik sordnak és a B j-edik oszlopanak skalaris szorzata:

(A-B)i; = ZAik - By
k=1

1 2 7 8
1. Legyen A= |3 4| , B=|9 10| Adjuk meg az aldbbi méatrixokat: 3- A, A+ B, 24 —3B, AT, AT + B |
5 6 11 12
Mivel A és B megfelelé dimenzidi megegyeznek, ezért:
1 2 3-1 3-2 3 6]
3-A=3-(3 4(=13-3 3-4/ =19 12
5 6 3-5 3-6 15 18]
1 2 7 8 147 2+8 (8 10
A+B=1|3 4+ |9 10/=|34+9 4410 =112 14
5 6 11 12 5411 6412 |16 18
1 2 7 8 2-1-3-7 2-2-3-8 —-19 —-20
2:A-3-B= 3 4/ -3-19 10|=(2-3-3-9 2-4—-3-10f =|—-21 -—22
5 6 11 12 2-5—-3-11 2-6—-3-12 —23 24
Az A transzponadltja:
r (1 3 5
A {2 4 6

Mivel az AT és a B megfeleld dimenziéi nem egyeznek meg, AT + B nem létezik (az AT harmadik oszlopahoz
nem tudunk mit hozzdadni; ugyanez igaz a B harmadik sordra).

4 5 6 9 10

Az A és a B dimenzidi:

2. Legyen A = [1 2 3} , B= [7 8} Adjuk meg az A - B és a B - A métrixokat (ha léteznek)!

+
—~

(2 xB), (@ x2)
Mivel az A oszlopainak szdma (3) nem egyenld a B sorainak szdmaéval (2), ezért A - B nem létezik.

Vizsgédljuk meg, hogy B - A létezik-e! B és A dimenzi6i:

(2 x@2), (@x3)

|
(2x3)

Vagyis a megfelel§, ”belil” 1évé dimenzidk megegyeznek, igy B - A létezik, és dimenziéit a "kiviil” 1évd
dimenzidk adjik meg: a szorzatmdtrix (2 x 3)-as lesz. A szorzatot a legkdnnyebb tgy kiszdmolni, ha a két
matrix sarkait egymashoz illesztjiik, mert igy a skalaris szorzatban részt vevd sorok és oszlopok a megfelel$

helyre keriilnek:
1 2 3
4 5 6

7 8|l 7-14+8-4 7-2+8-5 7-3+8-6
9 10|19-1+10-4 9-2+10-5 9-3+10-6

A jobb oldalt lent talalhaté matrix lesz a szorzatmatrix: ennek minden egyes eleme a téle balra 1évé sor és
a folotte 1évé oszlop skaldris szorzata. Elvégezve az elemi osszeaddsokat/szorzdsokat megkapjuk a két matrix
szorzatat:

49 68 87

Lathatjuk, hogy métrixok szorzasanél az is eléfordulhat, hogy A - B nem létezik, mig B - A igen.

B.oA- {39 54 69}



1 8 5 -3 2 4 2 4 4
3. Legyen A = [0 0 2]’ b= [6 -8 3}’ ¢= [1 -5 9]’
(a) Szamoljuk kiaz A+ Bésa B+A;a2-A,2-Bésa2 - (A+ B); valamint az (A+ B)+C ésaz A+ (B+C)
matrixokat! Mit vesziink észre? Mibél eredhetnek az észrevett Osszefiiggéseink?
(b) Szdmoljuk ki az A + Oax3 és az A + (—A) métrixokat!
(¢) Szémoljuk ki a —4A + 3B + 2C métrixot!

(d) Szamoljuk ki B és C transzponaltjat, és adjuk meg B, C, BT és CT dimenziéit! Melyik 1étezik a B + C,
BT +C, CT + B, CT 4+ BT matrixok koziil?

(e) Mutassuk meg, hogy (AT)T = A, illetve (A + B)T = AT + BT

Megoldas. (a)

—2 10 9
A+B[6 o 5}B+A
2 16 10 6 4 8 —4 20 18
2A_{0 0 4]’ 2B_[12 16 6]’ 2A+2B_{12 16 10}_2(14*3)

0 14 13

(A+B)+C= {5 3

} =A+(B+0C)

A mdtrizok dsszeaddsa és konstanssal vald szorzdsa elemenkénti (mds néven pontonkénti) mivelet:
osszeaddsndl mindig az azonos pozicioban lévd elemek adodnak ossze, konstanssal valo szorzdsndl pedig
minden elemet megszorzunk az adott konstanssal. fgy minden egyes elemet kulon-kilon szamitunk ki
valos szdmok osszeaddsdval és szorzdsdval. Ezért a mdtrizok dsszeaddsa és konstanssal valo szorzdsa
?orokli” a valos szamok dsszeaddsdnak €s szorzdsdnak tulajdonsdgait: a mdtrixz-dsszeadds kommutativ
és asszociativ, a mdtrizok konstanssal valo szorzdisa a mdtriz-6sszeaddsra nézve disztributiv.

(b)
18 5], [000 [185
A“LOM_{O 0 2}“{0 0 0}_[0 0 2]_‘4

R K v B
(c)

—4A+3B+2C = {_9 —18 O}

16 —-34 19

(d)

-3 6 2 -1
BT=12 =8|, ct'=1|4 -5
4 3 4 9

B és C (2 x 3)-as, mig BT és CT (3 x 2)-es mdtrizok, igy B + C és CT + BT létezik, mert az
dsszeaddsban szerepld mdtrizok megfeleld dimenzidi megegyeznek. BT + C és CT + B nem létezik,
mert az 0sszeaddsban szereplé mdtrizok megfeleld dimenzidi nem egyeznek meg.

(¢)

10 10
AT =18 o, (AT)T =8 0 :[522]2,4
5 2 5 2
10 -3 6 -2 6
AT+BT" =18 0| +|2 -8/ =[10 -8 =(A+B)7T
5 2 4 3 9 5

1
4. LegyenA:[2 3 O],Bz 5.
4

(a) Adjuk meg A és B dimenzidit!



(b) Létezik-e A- B és B - A? Ha igen, adjuk meg ezeket! Igaz, hogy A-B=B- A7
(¢) Adjuk meg az A - E3 és az E3 - B matrixokat. Mit vesziink észre?

Megoldas. (a) Az A egy (1 x 3)-as, mig a B egy (3 x 1)-es mdtrix.
——
(b) AB létezik, mert (1 x 3)), (B)x1), és (1 x 1)-es lesz:

1
Z = AB=[17] e R"*!
2 3 0][2-143-5+0-4]

-
BA létezik, mert (3 x @), (@ x3), és (3 x 3)-es lesz:

[ 2 3 0]

2 3 0
112 1-3 1-0 = BA= {10 15 0| e R®*3
5(15-2 5-3 5-0 8 12 0
4(14-2 4-3 4.0

Tehdt AB # BA, és még a méreteik (dimenzidik) is kilonboznek.

(c) A-E3 = A és Es- B = B, vagyis az egységmdtrizszal vald szorzds nem vdltoztatja meg a mdtrizot.

1 2 5 6 9 10
5. LegyenA[3 4},3[7 8}0{11 12]

(a) Adjuk meg az A- B és B - A métrixokat! Igaz-e hogy A-B=B-A?
(b) Adjuk meg az (A B)-C és az A- (B -C) matrixokat! Igaz-e hogy (A-B)-C=A-(B-C)?
(¢) Milyen tulajdonsigai lehetnek a matrixok szorzdsanak, mint miiveletnek?
(d) Szamoljuk ki az alabbiakat: (A - B)T, BT - AT AT . BT Mit vesziink észre?
)

(e) Igaz-e, hogy (A-B-C)' =CT.BT. AT ?

Megoldas. (a)
A-B:Fg 22}, B-A:Fg 34] ~  AB+BA

43 50 31 46
(b)
413 454 413 454
(A'B)'C_[%? 1030}’ A'<B'C)_{937 1030] (AB)C = A(BC)
(c) A mdtrizok szorzdsa asszociativ, de nem kommutativ mivelet.
(d)
r |19 43 T pr_ |23 31 T 47 _ |19 43 T T AT
(A'B)[2250’A33446 BE-AT =19y 50 = UB =54
(¢)
r_ |43 93T | _ v pr g7
(4-B-C) _{454 1030]_0 B4



