LinAlgDM 1. 4-5. gyakorlat: Linearis egyenletrendszerck megoldasa

Gauss-Jordan eliminaciéval

Ismételjlink 4t néhény fogalmat!

Linearis egyenletrendszer. Az aldbbi egyenletrendszert:

2023. oktdéber 19.

annry + air2 +  aisry + + @z, = b

azri + a2 + axarz + +  awmT, = by

az;iry + azr2 +  aszry + +  aspwn, = b3 (1)

am1T1 +  GmaT2 +  amszz + +  amnn = bp
ahol z1, ..., z, véltozdk, az a;; és b; dllandd (konstans) egyutthatdk, linedris egyenletrendszernek nevezziik. A
fenti egyenletrendszer m db egyenletbdl all, és n db véaltozdja van. (Az egyenletek és valtozok szdménak nem kell
megegyeznie.) Az egyenletrendszer lehet homogén, hab, =0, i =1,...,n (azaz a jobb oldalon csupa 0 all), illetve

lehet inhomogén, ha van olyan i, amelyre b; # 0 (azaz a jobb oldalon van legaldbb egy nem nulla egyiitthatd).
Az (1) linedris egyenletrendszerben minden egyiitthaté konstans, és minden véltozénak csak az els6 hatvénya
szerepel, tovabba ezek a valtozok egyméssal nem szorzodnak, csak a konstansokkal.
Kibdvitett egytitthatématrix A Gauss-eliminacié 1épéseinek a lefrasiat megkdnnyitettiik azzal, hogy nem
7cipeltiik” magunkkal feleslegesen a valtozokat, hanem csak az egylitthatokat rendeztiik el tombszertien. Ezért
definidltuk az (1) linedris egyenletrendszer kibdvitett egyiitthatdmdtrizdt az aldbbi formdban:

a11 a2
a21 a22
asy  as2
am1 Am?2

A Gauss eliminacié 1épéseit mér ismerjiik:

a13
a3
ass

am3

A1n
a2n
a3n

amn

b1
ba
b3

bm

1. Lépcsés alak kialakitdsa kikiiszobolés (elimindcid) segitségével (”alsé hdromszogh6l” eltiinnek a véltozdk),

2. Valtozdk értékeinek meghatarozasa visszahelyettesitéssel, az utolsé egyenlettol az elso felé haladva.

Ha a visszahelyettesitést nem szeretjiik, inkdbb tobbet szamolndnk a kibovitett egylitthatomatrix segitségével,

akkor az aldbbi algoritmust nekiink talaltdk ki:

Gauss-Jordan elimindcié: Adott az (1) linedris egyenletrendszer.

e Feladat: x;, ©=1,...,n meghatdrozésa.

o Megoldds:

1. A 1épcsds alakot kialakitjuk kikiisz6bolés (elimindcid) segitségével ("alsé hdromszogh6l” eltiinnek a

véltozok),

2. Minden egyenletet elosztunk az in. féegyiitthatdjaval az alabbiak szerint. A k. egyenletet k = 1,...,n
az xj valtozd egylitthatdjaval, vagyis apr-val osztjuk le. Ennek eredményeképp a 1épcsos alak 1épcsdjénél

minden egytitthatd 1 lesz.

3. Az an. redukdlt lépcsds alakot kialakitjuk tgy, hogy a ”fels6 hdromszogbdl” is kikiiszoboljiik a valtozdkat
egy "forditott Gauss” segitségével: a jobb alsé sarokbdl indulva felfelé nullazunk, majd mindig eggyel

balra és felfelé 1épiink és ott folytatjuk.



e A megengedett miiveletek ugyanazok, mint a Gauss-eliminaciéndl; ekvivalens atalakitasok, amelyek az egyen-
letrendszer érvényességét (megoldashalmazat) nem befolydsoljak. Szabad:
— Egyenletek sorrendjét megvéltoztatni (pl. két egyenletet megceserélni),
— Egyenletet szammal szorozni,
— Egyik egyenlethez hozzaadni egy masik egyenlet szamszorosat,
— Az azonosan nulla, azaz a 0z + 022 + --- 4+ 0z, =0 alakd egyenleteket elhagyni.

e A Gauss-Jordan elimindcié soran is egyszeriibb a kibovitett egyiitthatématrixot haszndlni. Mivel ennek k.
sora a k. egyenletnek felel meg, ezért az algoritmus az aldbbiak szerint fogalmazhaté meg:

1. Végrehajtjuk a Gauss-eliminacié els6 1épését, kialakitjuk a lépcsés alakot a bal fels6é sarokbdl indulva
(7alsé hdromszog” minden elemét kinulldzzuk),

2. Vezéregyesek kialakitdasa: a kib6vitett egylitthatéomatrix féatlgjaban csupa 1-est hozunk létre az adott
sor osztdsaval,

3. Kialakitjuk a redukdlt lépcsds alakot Ggy, hogy a ”fels6 haromszoget” is kinulldzzuk egy ”forditott Gauss”
segitségével, a jobb alsé sarokbdl indulva, felfelé nullazva.

e Szabad:

Sorok sorrendjét megvaltoztatni (pl. két sort megcserélni),
— Sort szammal szorozni,
— Egyik sorhoz hozzdadni egy masik sor szamszorosat,

— Az azonosan nulla (kizdrélag 0-kat tartalmazod) sorokat elhagyni.

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert Gauss-Jordan elimindci6 segitségével kétféleképpen: a) egyenletrend-
szer alakban, b) kibovitett egyiitthatématrix segitségével!

7ZE1+3$2+3Z3:2
3r1 + 22 +w3 =14
201 — 2x9 + 3x3 = 10

a) Megoldds egyenletrendszer alakban:

—r1 + 39 + 33 = 2 1 —x1 + 3x9 4+ 3xz3 = 2 11710
3¢, + 1z + w3 = 4 Sy 102y + 103 = 10 '
201 — 2x9 + 3xz3 = 10 HI+21 4ry + 93 = 14
—x1 4+ 3xs 4+ 3x3 = 2 —x1 4+ 3x92 4+ 3x3 = 2
Igo vy 4+ 15 = 1 IU.:—4>.H. 2y 4+ as = 1 I-gl)
dzy 4+ 9z3 = 14 Suy = 10 T/
7 /(_1) X1 — SIQ - 3173 = —2 143 I1T T - 31‘2 = 4
= xro + T3 = 1 +:.>' T = -1 I'+:3.§I'
II1./5 S 9 II.—IIT. z3 = 9
I = 1
I.43-11.
To = -1
r3 = 2

A megoldast kozvetlenill megkaptuk, nem kellett visszahelyettesiteni.

b) Megoldés kibdvitett egylitthatématrix segitségével:

3 3] 2 1 3 3| 2 o
3 1 1| 4 I3 31 0 10| 10 e
2 —2 3| 10 HIA2d. 0 4 9| 14
1 3 3| 2 3 3] 2
11;410 0 1 1 II1.—411. 0 1 1 1-/,(;1)
0 4 9| 14 0 0 10 HL/5



L/(=1) (1) _:13 e I+3.11T. (1) _ 8 :11 L4311,
II1./5 0 0 2 I1.—111. 0 0 1 9
. (73]
0 0 1 2

A kib&vitett egylitthatématrix bal oldaldn a féatléban 1-esek allnak, mig a tobbi elem 0 (ez az in. egységmatrix),
igy az ennek megfelel6 egyenletrendszer rendkiviil egyszerl szerkezetii:

zz + 0 + 0 = 1
0 + 2o + 0 = -1
0 + 0 + x3 = 2

Vagyis ebben a formdban kozvetleniil megkapjuk a megoldast:

1'1:1
2172:—1
x3:2

2. Van-e a kovetkezo egyenletli sikoknak koézos metszéspontja? Ha igen, adjuk meg!
r+y+z=1
8r4+2y+2z2=—-4
25r+y+2=-23

Megoldas.
1 1 1 o 1 1 1 1 il 1 1 1 1
8 2 2| —4| MR —6| —12| TR 6 —6| 12
25 1 1] -23 0 —24 —-24| —48 0 0 0 0
1 1 1 vezéregyesek 1 1 1] 1)\ elimindldst 0] -1
0 —6 | —12 01 1|2 0 1)1 2

A redukalt lépcsds alakbdl felirjuk az egyenletrendszert:

r=-—1
y+z=2

Mivel a vdltozok szdma n = 3, és a redukdlt lépcsds alak sorainak szdma r = 2, a szabadsdgi fokn —r =1
lesz. gy az egyenletrendszer r = 2 7kétott” vdltozoval és sz = 1 “szabad” vdltozoval rendelkezik. Legyen z
a szabad vdltozo: z =t € R. Ekkor a megoldds:

x -1 —1
yl=[(2—-z2|=1[2-t] , teR
z z t

3. Vizsgdljuk meg az aldbbi egyenletrendszer megoldhatdsigat, adjuk meg a megoldasok szamat! Ha van
megoldas, adjuk meg azt is!
1+ 229 =3
4x1 + 929 =6
10z + 21z = 24
28x1 + 59z, = 66



Megoldas.

2| 3 1 2 3 1 2] 3
4 9| 6| eim s [0 6| eim. L [0 1|—6 1 2| 3\ elim 1t 15
10 21|24 7 fo 1] -6 T |o o 0N<0—6>N<01 —6)
28 59 | 66 0 3|-18 00| 0

A wvdltozok szama n = 2, a redukdlt lépcsds alak sorainak szama r = 2. A szabadsdgi fok igy sz =n—r =0,
azaz nincs “szabad” wvdltozonk, és r = 2 kotott vdltozonk van. Ennek kovetkeztében egy megolddsunk lesz,

amely le is olvashato:
1\ 15
X9 o —6

4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert (rogton az egylitthaté-matrixos felirdst hasznéljuk):

1 1 1 2| =2

1 2 3 4| -6

2 1 3 2| -3

1 -1 1 -1 0
Megoldas.

1 1 2| -2 1 1 1 2| =2 1 1 2|-=2
1 2 3 4| —6| eliminalas L | O 2 2| —4 | eliminalas L | O 2 2| -4
2 1 3 2| -3 0o -1 1 -2 1 0 0 0] -3
1 -1 1 —-1] 0 0O -2 0 —-3| 2 0 0 4 [@M| -6

1 1 1 2|2 1 1 1 2|2
vezéregyesek 0 1 2 2| —4 | eliminalas | |0 1 2 2| —4
0 0 0| -1 0 01 0]-1
0 0 4 1|-6 0 0 0 1]-2

Ezzel a Gauss-Jordan elimindcio 1. és 2. lépésének is a végére értink, ugyanis egyszeribb volt a szdmolds
gy, hogy a vezéregyeseket "menet kozben” alakitottuk ki. Most pedig végrehajtjuk a 3., lentrdl felfelé nulldzo
elimindcios lépést:

11 1 2]-2 11 1 0] 2 1 10 0] 3
012 2|4 01 2 0] 0 0@o o0 2
001 ofl-1]71oo@o|l-1]"fo o1o0]-1|"
00 0 @M|-2 00 0 1]-=2 0 00 1]-=2

Ldthato a kibovitett egyttthato-mdtrix bal oldaldn a az eqységmadtriz, igy az ennek megfeleld eqgyenletrendszer
rendkivil egyszeri szerkezetii:

x7 + 0 + 0 + 0 = 1
0O + == + 0 + 0 = 2
0 + 0 + 23 + 0 = -1
O + 0 + 0 + z4 = -2
Ebbél a formdbdl a megoldds egyszeriien kiolvashato:

3’]1:1

332:2

.’133:—1

l‘4:—2



5. Oldjuk meg a kovetkezé egyenletrendszert (rogton az egylitthaté-matrixos felirdst hasznéljuk):

1 2 3 4] -6
2 -2 1 -3 3
2 1 3 2| -3
1 -1 1 -1 0

Megoldas. Az egyszertbb szdmitdsok érdekében megudltoztatjuk az egyenletek sorrendjét (a IV. egyenlet
keriljon az 1. helyre):

-1 1 -1 0 1 -1 1 -1 0 1 -1 1 -1 0
2 -2 1 -3 3 | eliminaléds 1 0 0 -1 -1 3 | sorrend csere | O 1 4| -3
2 1 3 21 -3 ~ 0 1 41 -3 0 3 2 ) 6
1 2 3 4| —6 0 3 2 5| —6 0 0 -1 -1 3
1 -1 1 -1 -1 1 -1 0
elimilrlzj‘lé‘s 110 3 1 4 —3 ehmmalas 1 3 1 4| -3 elinr\l_; 0 _ 8 _§ ?)
0 0 1 —3 0 1] -3 0 0 1] -3
0 0o -1 -1 0 O 0 0
, 1 -1 0 2| 3 100 -1] 3
vezer%yesek 0 0 1 0 ehmn,l\z?las T 01 0 1 0
0 0 1 1] -3 0 0 1 1] -3

A kijelolt egységmdtriz hatdrozza meg a kététt vdltozokat: x1,x9,23 = r = 3. A fennmaradd oszlop a
szabad wvdltozdnak (x4-nek) felel meg. Az egyenletrendszer szabadsdgi foka tehdt sz =n —r =1, ami azt

jelenti, hogy a megolddshalmaza egy egyenes, melynek (paraméteres) egyenlete a kovetkezd (a paramétert
jelolje t = z4):

ry=t+3 I 1 3

xro = —t —

2 tehdtz= | 22| = | 7 x| O] L ter
r3=—t—3 &3 —1 -3

Z4=t Ty 1 0

6. A ¢ € R paraméter minden lehetséges értékére vizsgdljuk meg az egyenletrendszer megoldhatdsigat és
megoldasainak szamaét! Adjuk meg a megoldést is!

T, —To+T3—3x4 =7

Ty — 2x9 + 3x3 —4xy =19
3x1 +4x2 —x3+ 224 = —9
—2x1 4+ 3x2 + 223 + x4 = —2
201 — 3x0 +4x3 — Ty =

Megoldas. Felirjuk a kibdvitett egyiitthaté-mdtrizot, és végrehajtjuk a Gauss-Jordan elimindciot:

-1 1 -3 7 1 -1 1 -3 7 1 -1 1 -3 7
1 -2 3 —41] 19 olim. | 0 2 -1 12 elim. | 0o -1 2 -1 12
3 4 -1 21-9 ~ 0 7 -4 11 -30 ~ 0 0 10 4 o4
-2 3 2 1| -2 0 1 4 -5 12 0 0 6 -6 24
2 -3 4 -7 c 0 -1 2 —1|c—14 0 0 0 O0|c—26

e Ha c # 26, akkor az alsé sor TILOS SOR, igy az egyenletrendszernek nincs megolddsa.

e Ha c =26, az utolsé sor azonosan nulla sor, ami elhagyhato:



1 -1 1 -3 7 1 -1 1 -3| 7 1 -1 1 -3| 7
0 -1 2 -1 12 sorcsere 0 -1 2 -1 12 skaldrral szorz. 0 -1 2 -1 12
0 0 10 4|54 ~ o 0 B —-6|24 ~ 0 0 1 —1] 4
0 0 6 —-6|24 0 0 10 4| 54 0 0 10 4| 54
-1 1 -3| 7 7 1 -1 1 0 10
elim. | 0 2 —1|12 vezéregyesek —12 | elim. 1+ | O 1 -2 0] —-13
~ 0 0 -1 4 ~ 41 7 1o o 0 5
0 0 0 14 1 0 0 01 1
1 -1 0 0 5
eliminalas 1 | O 0 0] —3 | eliminalas ¢
~ 0 01 0] 5 ~
0 0 0 1 1

A redukdlt Iépcsds alak sorainak szama r = 4. Mivel n = 4 vdltozénk van, igy a szabadsdagi fok sz =n—r =
0, ezért mind a négy vdltozénk kotott valtozo lesz, a megoldas pedig egyértelmi:

X1 2
T = xTo _ -3
I3 5
Ty 1



