LinAlgDM 1. 1-2. gyakorlat: Linearis egyenletrendszerck megoldasa
Gauss eliminacioval

2023. oktéber 12.

Ismétlés: Egyenletrendszer megoldasa az egyenld egyttthaték médszerével.

1. Tekintsiik az alabbi linedris, kétvaltozds egyenletrendszert:

I. I1+2$2:5
Il. 3x1+Txe =8

Ha az I. egyenletet megszorozzuk 3-mal, az x; egyiitthatéi egyenldek lesznek a két egyenletben:

1. 3I1+61‘2 =15
II. 3x1+Txe =8

Ha az els6 egyenletet kivonjuk a masodikbdl, az ;1 eltlinik (elimindlédik), és kapunk egy egyenletet csak xo-re:
IT-1. 3-3)x1+(7T—6)aa=8—-15 = ax9=-T7
Az xo-t visszahelyettesitjik az I. egyenletbe, és ezzel megkapjuk zi-et is:
I. 2142 (-7)=5 = x;=19

Fontos megjegyezni, hogy azon a sikon, amelynek egyik koordindtatengelye x1, a masik pedig x5, mindkét
egyenlet egy-egy egyenest definidl. Az egyenletrendszer megolddsa pedig pontosan a két egyenes metszéspontja
lesz.

Bévitsiik ki ezt a mddszert harom egyenletre!

. Tekintstik az aldbbi linedris, haromvaltozos egyenletrendszert:

I. I + 2(E2 + I3 = 15
II. 3r1 + Try + 2x3 = 44
II1. —2x1 4+ 6xz2 + 3z3 = 50

Elészor kikiiszoboljik (elimindljuk) a IL. és II1. egyenletbdl az z1-et gy, hogy a mésodik egyenletbdl kivonjuk
az elsé egyenlet haromszorosat, illetve a harmadik egyenlethez hozzaadjuk az els6 egyenlet kétszeresét:
II.:=11.—3-1., IIl.:=1II.+2-1. Ekkor az 4j egyenletrendszer az alabbi lesz:

1. T + 219 + T3 = 15 I. 1 + 220 + x3 = 15
II. 3-3)z; + (7T—6)zy + (2—3)z3 = 44—-45 = II. Ty — wm3 = —1
III. (=242)x; + (6+4)z2 + (3+2)z3 = 50430 I11. 1022 + bxz = 80

Most pedig kikiiszoboljitk (elimindljuk) az xo-t a harmadik egyenletbdl gy, hogy kivonjuk beldle a mésodik
egyenlet 10-szeresét: II1.:=III. —10-11.

I. 1 + 219 + T3 = 15 I. 1 + 229 + x3 = 15
II. To — T3 = -1 = II. r9 — x3 = -1
II1. (10 —10)xz2s + (5—(—10))xzs = 80— (—10) II1. 1523 = 90

Ezzel sikeresen kialakitottuk az tn. Ilépcsds alakot. Innen pedig mar meg tudjuk hatdarozni a valtozdink
értékét ugy, hogy visszafelé haladunk az egyenletek kozott, és a mar ismert valtozokat 1épésrél-1épésre vissza-
helyettesitjiik:

I11. 1525 = 90 S 23=90/15=6
II. T2 — XT3 = -1 — ZL’276:71 — 12:5
I. xrT -+ 2.’E2 + X3 = 15 x1+25+6:15 — £U1:—1



Még nem tanultuk, de ha az x1, xo és x3 valtozokat térbeli koordinatakként értelmezziik, akkor a fenti példa
mindhdrom egyenlete egy-egy sikot definidl a térben. Ennek a harom siknak a ko6z0s metszéspontja pedig
pontosan az egyenletrendszer megoldasa lesz.

Ezt a mddszert most altaldnositjuk tetszolegesen sok valtozéval rendelkezd linedris egyenletrendszerekre,
ehhez azonban el6szor definidlnunk kell ezt a fogalmat.

Linearis egyenletrendszer. Az aldbbi egyenletrendszert:

anzr + a2r2 +  aizry + + T, = b

azir1  +  ag¥z + axarzy + ... +  ap¥Tn = b

a31r1 + azer2 + azzrz + + asnTn = b3 (1)

Am1T1 + G2z + am3T3 + . GpnTn = by
ahol z1, ..., x, valtozdk, az a;; és b; dllandd (konstans) egyiitthatok, linedris egyenletrendszernek nevezziik.
A fenti egyenletrendszer m db egyenletbél all, és n db véltozdja van. (Az egyenletek és valtozok szdmédnak
nem kell megegyeznie.) Az egyenletrendszer lehet homogén, ha b; =0, i = 1,...,n (azaz a jobb oldalon

csupa 0 &ll), illetve lehet inhomogén, ha van olyan ¢, amelyre b; # 0 (azaz a jobb oldalon van legalabb egy
nem nulla egytitthatd).

Vegytik észre, hogy az (1) linedris egyenletrendszerben minden egyiitthaté konstans, és minden valtozénak
csak az els6 hatvanya szerepel, tovabbé ezek a valtozok egymassal nem szorzddnak, csak a konstansokkal.

Gauss elimindcié: Adott az (1) linedris egyenletrendszer.

e Feladat: x;, i=1,...,n meghatdrozasa.
o Megoldds:
(a) Lépcsds alak kialakitdsa kikiiszobolés (eliminécid) segitségével (7alsé hdromszogh6l” eltiinnek a
véltozdk),
(b) Valtozok értékeinek meghatdrozdsa visszahelyettesitéssel, az utolsé egyenlettdl az elsé felé haladva.

e A lépcsés alak kialakitdsa soran megengedett miveletek ekvivalens atalakitasok, ezek az egyenletrendszer
érvényességét (megolddshalmazét) nem befolydsoljak. Szabad:

Egyenletek sorrendjét megvaltoztatni (pl. két egyenletet megcserélni),

— Egyenletet nullatdl kiillonb6zé szammal szorozni,

Egyik egyenlethez hozzaadni egy masik egyenlet szamszorosat,
— Az azonosan nulla, azaz a 0z + 0zy + -+ 4+ 0z, =0 alakd egyenleteket elhagyni.

3. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert Gauss eliminaciéval:

I. 211 + x3 = 3
I1. 3rv1 + x2 — 2x3 = -—16
II1. il + 4$2 + 31‘3

|
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Megoldés. FElsd Iépésben kialakitjuk a lépcsds alakot:

1. 211 + x3 = 3
II. 3rz1 + x9 — 2x3 = -—16 /I. O III. (sorrend csere)
III X1 + 41’2 + 31’3 = 2
I. r1 + 4xs + 3x3 = 2
II. 3$1 + xTo - 2.’1}3 = -—16 / IrI.—3-1.
II1. 211 + x3 = 3 I171.—2-1.
1. ry + 4dxy + 3x3 = 2 1
I1. — 11z — 1lzs = =22 / —— . JI.
II1. — 8z, - bry = -1 11
I. r1 + 4dx9 + 33 = 2
II. o + x3 = 2 /
II1. — 819 — bry = -1 II1.+8-11.
I. X —+ 41’2 + 3.’53 = 2
II. o + x3 = 2
II1. 3z3 = 15

Masodik lépésként visszafelé haladva meghatdrozzuk a vdltozok értékét:

I1I1. 3z = 15 — x3=15/3=5
II. T2 + x3 = 2 - To+5H=2 — To = —3
I. r, + 41’2 + 3.’E3 = 2 T +4(—3)+15:2 — 1’1:—1
Jelolés egyszeriisitése: az x1,...,x, valtozdkat felesleges leirni, elég, ha tombszeriien elrendezziik az (1)

egyenletrendszer egytitthatéit az un. kibévitett egytitthatématrixban:

ail a12 aiz ... Qin b1
a21 22 A23 ... QA2pn bo
a31 az2 aszz ... 0A3n b3
Am1 Am2 Am3 e Amn bm

Lathat6, hogy a kiboOvitett egytitthatématrix k. sora a k. egyenletnek felel meg. Kovetkezésképpen, ha a
lépcsts alakot a kibovitett egylitthatomatrix segitségével alakitjuk ki, akkor szabad:

e Sorok sorrendjét megvéltoztatni (pl. két sort megcserélni),

e Sort nullatdl kiilonb6zé szammal szorozni,

e Egyik sorhoz hozzdadni egy masik sor szamszorosat,

e Az azonosan nulla (kizdrélag 0-kat tartalmazo) sorokat elhagyni.

. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a kib&vitett egylitthatéomatrix alkalmazasaval:

—r1 + 3x2 + 3xz3 = 2
3$1 + xTo + I3 = 4
2.’E1 — 2{E2 + 31’3 = 10

Felirjuk a kibovitett egytitthatométrixot és kialakitjuk a 1épcsos alakot:

3 3] 2 -1 3 3| 2 -1 3 3
3 11 4 II.—L3~I. 0 10 10 II,'LlO 0 1 1 1114;4‘11.
2 —2 3| 10 ) HETEL 0 4 9| 14 0 4 9| 14
-1 3 3] 2
III‘:J4-II. O 1 1 1
0 0 5| 10



A kapott eredményt visszairjuk egyenletrendszer alakba:

I. —x1 4+ 39 4+ 3x3 = 2
II. ro + x3 = 1
1I1. 5rxy = 10
Innen pedig visszahelyettesitéssel megkapjuk az eredményt: z3 =2, xo=—-1, x; = 1.

Nézziink egy példat inhomogén linedris egyenletrendszer megoldasainak szamaral!

. Tekintsiik az aldbbi hdrom egyenletrendszert. Mindegyik példaban két egyenes egyenlete szerepel, ezek
metszéspontjai adjék az egyenletrendszer megoldasait.

T+ 12 =1 1 1 1 1 1 z1+x2 =1 =7
= ~ = =
421 + bxy = —2 4 5| -2 0 1| —6 T9 = —6 T9 = —6

Két egymaést metsz6 egyenes, 1 db megoldas

0=5
2y + 1oy = 1 91 4+ 29 = 1

x1 + 1o N ( 1 1)~<2 1 1) N T, + X2 . NINCS
—dzy — 225 =3 -4 -2 3 0 0}]5 0z1 + Oxg =5 MEGOLD.

Az egylitthatémétrix masodik sora: ( 0 0 | 5 ) un. TILOS SOR: 0x1 +0xzo =5

Két egymdast nem metsz6 (padrhuzamos) egyenes, nincs megoldas

1+ 3x9 =2
c) 1 2 N ( 3‘ Q)N(l 3’2

—3x1 — 9x9 = —6 -3 -9 | -6 0 0] O
Az egylitthatémétrix mdsodik sora AZONOSAN NULLA SOR (jelentése: 0 = 0), ami elhagyhato.

2 valtozd, 1 egyenlet = egy valtozé értéke szabadon megvélaszthato:

)N(l 3|2) = x1+3x2=2

$1:—3.’E2+2:—3t+2

S , teR

Két egybeess egyenes, co sok megoldas

e

Figure 1: a) Egymést metsz0, b) Egymdst nem metsz8, c¢) Egybeesé egyenesek

Altalzinosségban egy inhomogén linedris egyenletrendszer megoldasainak szama 0, 1 vagy oo sok lehet.
Vizsgédljuk meg most a homogén linedris egyenletrendszerek megoldasainak szamat!

Homogén esetben a jobb oldal 6sszes egyiitthatdja 0, igy a fenti Abra minden egyenese at kell menjen az origdn.
Kovetkezésképpen a b) eset nem lehetséges, vagyis az el6z6 példat dtalakitva (az egyenletek jobb oldaldra
csupa 0-t irva) vagy egymast metsz6, vagy egymadssal egybeesé egyeneseket kapunk. Az origé mindkét esetben
megoldds lesz: az a) esetben ez éppen a metszéspont, vagyis ez az egyetlen megoldds, a c) eset megolddsa
pedig egy origén dtmend egyenes.

Altalénosségban egy homogén linedris egyenletrendszer megoldasainak a szdma 1 vagy oo sok lehet. Mivel
az egyenletrendszer jobb oldaldn csak 0-k dllnak, egy megolddsa mindig van, ez az in. trividlis megoldas:
1 =x9 =+ =z, =0 (vagyis az origg).

A megolddsok 1étezését és szamét az aldbbi mdédon &llapithatjuk meg (mind homogén, mind inhomogén
esetben): Tegylik fel, hogy a kibdvitett egytitthatémétrixon mar kialakitottuk a lépcsds alakot, és az azonosan
nulla sorokat elhagytuk. Ekkor



e a megolddsok szdma 0 (azaz nincs megoldds), ha TILOS SOR van a métrixban. Ez csak inhomogén
egyenletrendszer esetében lehetséges (mivel homogén esetben a jobb oldalon mindenhol 0 4l1). Ilyen a b)
eset az el6z6 példaban.

e a megoldasok szdma 1, ha nincs tilos sor, és a 1épcsos alak sorainak szdma megegyezik a valtozok szamaval
- 14sd az a) esetet.

e a megoldasok szama oo, ha nincs tilos sor, és a lépcsés alak sorainak szama kisebb a valtozok szamanal
- 14sd a ¢) esetet a fenti példdban

A megoldasban szerepl szabad paraméterek szamét az un. szabadsagi fok adja meg. Jelolje r a lépcsGs
alak (azonosan 0 sorok elhagydsa utdni) sorainak a szdmdt, n pedig a véltozdk szdmat. Ekkor a szabadsdgi
fok sz = n — r. A szabadsigi fok azt mutatja meg, hogy hany szabadon megvélaszthaté valtozé van a
megoldasban. Ez azt jelenti, hogy a megoldas n — r db ”szabad” valtozdébdl, és r db "kotott” valtozdbdl all.
Mig a "szabad” valtozdok tetszbleges értéket felvehetnek, addig a "kotott” valtozdk a ”szabad” véltozoktol
fliggenek.

Példéul az a)-ban n = 2 és r = 2, igy a szabadsdgi fok: sz = n—r =0, {gy 0 db paraméter van a megolddsban
("szabad” valtozdk széma n — r = 0, "kotott” valtozdk széma r = 2), mig a ¢)-ben n = 2 ésr = 1, igy a
szabadsédgi fok: sz = n —r = 1, ami 1 db szabad paramétert jelent ("szabad” véltozék szdma n — r = 1,
7kotott” véltozdk széma r = 1) .

6. Adjuk meg az alabbi inhomogén linedris egyenletrendszer megoldasainak szamat! Szamoljuk ki a megoldést
is, ha létezik!

ry 4+ 2z + 33 = 2
51’1 + 6£C2 + 7(E3 = 2
3r1 + 4x2 + bxzs = 4

Megoldas. Felirjuk a kibdvitett egyiitthato-mdtrizot és kialakitjuk a lépcsds alakot:

2 3 2 1 2 3 2 1 2 3
5 6 7 9 I1.—51. 0 Y _g H'/,\(,_4) 0 9 9 14211
3 4 5|4 )30 —2 4| -2 0 -2 —4] -2
1 2 3 2
III.iJ2~II. 0 1 2 9
0 0 O 2

Itt az utolsd sor TILOS SOR (0x1 + Oxo + 0xs = 2, ami ellentmondds), vagyis nincs megolddsa az egyen-
letrendszernek.

7. Adjuk meg az aldbbi homogén linedris egyenletrendszer megoldasainak szaméat! Szamoljuk ki a megoldést is,
ha 1étezik!
Ty + 229 4+ 3x3 = 0
5ty + 6z + Txs = 0
3r1 + 4z + bzs 0

Megoldas. Ez az el6z6 feladat homogén vdltozata. Felirjuk a kibdvitett egyiitthato-mdtrizot és kialakitjuk
a lépcsds alakot:

2 3]0 1 2 3]0 1 2 3
5 6 7 IL:J5~I. 0 _3 0 II/\(J74) 0 9 0 III.-J:JQ‘IIA
34 5|0/ \o 2 —4] 0 0 -2 —41| 0
II71.42-11. 123 0 1 2 3 0
en (042 0) (12 2)0)
00 0|0

Itt egy azonosan nulla sor képzédott (jelentése: 0xq + Oxo + Oxz = 0, azaz 0 = 0, ami mindig igaz, de
nem ad érdemi informdcidt), amit elhagyhatunk. Van megoldds (homogén esetben mindig van, mert nem
képzddhet tilos sor). A lépcsds alak sorainak szdama r = 2, a vdltozdk szdma n = 3, igy a szabadsdgi fok:



sz =n—r =1, vagyis végtelen sok megoldds lesz, eqy szabad paraméterrel. Fz azt jelenti, hogy n —r =1
7szabad” vdltozonk és r = 2 "kotott” vdltozonk lesz. Visszairjuk a lépcsds alakbol az egyenletrendszert:

42w, 43 0 rs=t, teR Ty =1
X X Xr3 =
! 2 3 Tog = —2x3=—-2t = x9=—-2t, teR
To + 223 =0
x1 = —2x9 — 3xg = —2(—2t) =3t =1t r3 =1

Ezt a megolddst felirhatjuk ugy is, mint egy térbeli x vektort:

T 1
r=| 22 = -2 |-t, teR
T3 1

8. Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasait és azok szamat is!

Ty 4+ 2x9 + 3x3 + 4xy = 13
Iy + 31‘2 + 2.’E3 - 22174 = -3
3r1 + las + 4dx3 + 3z4 = 12
3r1 + 229 + 3xz3 — 3z4 = —4

Megoldas. Felirjuk a kibdvitett egytitthato-mdtrizot és kialakitjuk a lépcsds alakot:

2 3 4| 13 1 2 3 4 13
1 3 2 -2 -3 II.—1., III.—3-1. 0 -1 —6 —16 IIT.+511.
314 3| 12 v_oar. 0 -5 -5 —9| =27 | rvierr
3 23 -3| -4 0 -4 —6 —15| —43
1 2 3 4 13 1 2 3 4 13
IIT.4+5-11. 0 1 -1 —6 —16 IV.—III. 0 1 —1 —6 —16
e, | 00 39 | —107 ~ 00 —10 -39| —107 |~
0 0 —-10 -39 | —107 0 0 0 0 0
1 2 3 4 B\ i (L2 3 4 13
~l 01 -1 -6| -16 A 01 -1 —-6/| —16
0 0 -39 | —107 00 1 39| 107

A szabadsdgi fok sz=n—r =4—3=1: a megolddsban eqy "szabad” és r = 3 "kititt” valtozo lesz. frjuk
fel az egyenletrendszert a lépcsds alakbdl, majd vdlasszuk az x4-et szabad vdltozénak:
Ty + 229 + 3x3 +4x4 = 13
To —x3 — 6y = —-16 —
x3 + 3.924 = 10.7

rza=t, teR

xg = 10.7 — 3.924 = —3.9t + 10.7

x9g =x3+ 624 — 16 =t 4+ 6(—3.9t + 10.7) — 16 = 2.1t — 5.3

x1 = —2x9 — 3wz — 4wy + 13 = —2(2.1t — 5.3) — 3(10.7 — 3.9t) — 4t + 13 = 3.5t — 8.5
Innen pedig felirhatjuk a megolddst eqy négyelemii vektorként:

i 3.5t — 8.5 3.5 85
1
9.1t — 5.3 2.1 ~53
v=1 2 = 394107 | = | =39 | tT| 107 | fER
3 ¢ 1 0



